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НВЛИНВЙНЫЕ РЕЗОНАНСЫ ПРИ НЕУПРАВЛЯЕМОМ СПУСКЕ
В АТМОСФЕРЕ АСИММЕТРИЧНЫХ КА

в нелинейной постановке рассматривается неуправляемое движение вокруг
центра масС Кд с малоЙ динамической и аэродинамической асимметрией при
с.,ус*е " аr.мосфере.,Щвижеrrие КД разделено на быстрое и медленное, выделены

д"Ь бо,arроr" nepe"en*rore - фаза пространственного угла атаки и угол собственного
вращения. Для общею случая предложена схема приведеIrия уравнений движения
кд * сrаццарrной двухчастотной системе. Установлены об_щие умовия резонанса,
когда линейiiа" целоч"с.пеtrная комбинация частоты колебания пространственною

угла атаки и средrrей riастоты Ьобственного вращения оказывается близ(ой к
irулю. ВыявленьL новые виды нелиlrейных резонансов. Выписаrrы усредненные
уравнениЯ Jвижения, найденЫ необходимые и достаточные условия <застревания>

ь- резо*rа"се. Приведена схема выбора проектно-баллистических характеристик
неуправляемою Кд из условия отсутствия на траектории спуска &lстревания в

резонаIiсе.

Y. S. Aslanov. Nопliпеаг геýопапсе motion of а slightly asymmetric ге-епtry
vehicte. Д frее flight пiоtiоп аrоuпd of the пass сепtrе of а rе-епtry body_with_small
аsimmеtгiеs iп mais апd соfigчrаtiоп is попliпеаr formulation. The spatial motion iý

divided to quick and slow поiiопs. Two fast varibles аrе selected: the phase angle of
altack and ioll angle relative lo wind, А scheme fог геdчсiпg the e,quationý of motions
to standaгt Мо-frёquепсiеs syýlem is presenled fоr gепеrаt case. Gепеrаl condions of
rеsопапсе а.е staleb, whеп liпеаr inteвer-valued сошЬiпаtiоп of oscillation frеquепсу
of the angle attack and ачеrаgе fгеquепсу of the roll angle гelative to wind turп оul
to Ье zero аррrохimаtilу. New попliпеаr rеýопапсеý аrе exposed. Ачеrеrаgеd equations
of mоtiоп, nessary and sufficient conditions оf sеzчrе пеаr геýопапсе аrе obtained.
scheme of selecting ballistic characteristicý of rе-епtry vehicle is рrороsеd, whеп the
seizure of rеsопапсеý does поt take place.

l. Космические аппараты, предназначенные для неуправляемого спуска
в атмосфере, как правило, относятся к классу осесимметричных тел.
Однако из-за конструктивных особенностей, неточности изготовления и
обгара теплозащитною покрытия tsозникает малая динамическая и аэро-
динамическая асимметрия. Вращение асиммстричного КА в атмосфере
является нестационарЕым и двухчастотным, причем существеЕное влияние
на движение оказывают резоЕансы. В [1 ] приведены реJультаты иссле-
дования движения КА в околорезонансной области rтри допущении, что
собственное вращение аппарата близко к равномерному. В настоящей
работе эти результаты существенно дополнены и распространены на
общий случай движения асимметричноIр КА около центра масс при
спуске в атмосфере.

Воспользуемся ураRнениями, приведенными в [1 ], кmорые с точЕостью
до величин порядка квадратов м:rлой асимметрии описывают вращатеJIьное
движение КА при спуске в атмосфере, и представим ух в виде:

а + F (а, 
") 

: еФо(а, tp, z),

Ф : R/1- (G - R cos с) cos a/sin2 Q : Фо (а, z),
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F(а,z):(G-ЛсоsG)(R-
tФ, : DЪ (о, z) + Di (о, z) s

+ D"o (о, z) cos 2р, у = d, ]

Щ- (mi"I}/I, - q./ m")qSc

ц : ZTTL/ I, + Arzr4,S Ll I, ,

+ I 
"rho о + Т", {.h' *= (01),

щ_ -ynlL/ I, + bm,oSI-1 ]

D;: Ала (|/2 - t/{),

Ц: Дi tfih (|12 ll1..) +

+ Агтr,{S Ll I r,

Df :.,TNLI I, +, Т-, qл4* - 1

Ц - ZTNL/ I, + t_" (M(z - 1

ц: А,(h' - ф, ц- А

(m?,, cos с m\, sin с)fr

D? : -j,, (т :i 11 а N cos

* ilрл ] cos с -fr, [/л, (r1 -

D?: -zT (т sin с -. ffcos

_+, I-1,лЛ
Di : А. lt(hz + а') cos с

DI : Ь,(а,сl, sin g, + uoh(

Здесь а,р,ф - углы
н ыЙ угол атаки) , ую
д: I.yll ,/ Ir,G: Лспs а +("-
жителя проекции вектора к

долъную ось аппарата и на

угловой скорости на связан}
юшцихся фу"*циЙ; Mn - с

аэродинамический момент;
ющие чlэродинамической силl

фируюIцих Mo}reHToB }I Ml

r u, r,, r,u, I .r, - LCHTpa

L- t,/ lr, A - (I"- 1r);I,, I,,

циента подремной аэродинаI
коэффициенты малOго в

m - массА аппарата , L,
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Ф : (G - Л ш a)/sinz с : Ф* (а, z), i : €Ф* (о, р, z), G - €Фо (о, р,, z),

(1)

где

F (а, z) = (G - Л cos а)(Л - Gcos a)/sin3 а - Мо (а, z),

сФ, - D[ (а, z) * Di (а, z) sin rp т Di(a, е) cos р + Ц (о, z) siп2ср+

* D\ (а, z) cos 29, у : а, R, G;

Ц = (mi"Lz/l, - q./ m'sqSa/ Y + Ai (hR + М")/2,

Di =Z,.TL/I, * bmrQSL/I, *

+aр. + ц" {,h' * r1),

ц= -y.rTL/ Ir+ bm,oSL/ l"+ t,r(.:- h') +I-_,ho",

Ц = b,Ra (1/2 - |/r),

ц= b,|Rh(1/2 - 1/I,) + м"/2], 4: (m"),R/!"- mith/I)чSt}lv ч-

+ bm,qSL/Ir,

ц = yrHbll" +. Т,,(м" - Rh) - l,,a&,

Ц =ZrMb/ I, + I*(M" - Rh) - 1.,,"л,

JЁ = Д, (h'- а:), Ц-_ лр"h, Д3 = [ (rnl"cos а - miхsiпа)л/{ _

- (mi, cos с - rnlr sin a)h/ trl qSLz/ V +, bm,cos а (qSL/I,),

Ц = -jr(T:;inc - Ncos a)L/Irj- bm"qSLsinc/lr+ tL (М.- Rh) -
-T*A"R]cos с + r,l,, @f; - аа) - \р"П] sin с,

Ц : -Zr, (т sin а - Л cos а) L/I, -- bm,,QSL sin а/1, +

+ I-Гll + t,"(M. - Rh) Ictrs с + It,,p"h + ц"{r1- Аа") lsin а,

J8'= А, [(й' + а2) cos а - (М" + 2hr,l,) sin с l/2,

D? : b,(c"ra.. ýп а'* a.h ш с).
Здесь а,р,ф 

- углы Эйлера: угол I{утации (пространствен-
ный угол атаки), уюл собственноrо враlцения, уюл прецессии;
R: Ipl,/ Ir,G = R cos а + (- a.lrcos р,* @"sin tд) sin с -с к)чншью до мно-
жителя проекции вектора клlнетиt{ескоrý мс)мента соответстtsенно Hir пр()-

дольную ось апllарата и на направление скорости Y, Q),, @у, Ф" - проекциIr

угловой скорости на связанные оси, z: (R, G,...) -вектор медленЕо меня-
ющихся функций; Мо- с точнOстью до множителя восстанавливаюrrдий
аэродинамический момент; N,T - tIормальная и тацгенциальная составля-
ющие аэродинамическоЙ силы, m|,, tnil, mi,, tnf,l, mi, - коэффициенты демп-
фирующих Mo}teHToB и моментов о,г сил Rязкого взаимодействия, /..,
l-, I,, r,", 1,, - центральные и_ центщбежные моменты инерции;
\=I,1 I, 

^,: 
(r, - Iy);Iy, I.'= I,r/IrIo= I*/Iri С}-_проlлзводная коэффи-

Iц{еЕта подъемной аэродинамической силы по ушlу атаки, Ьm,, Ьmr, Ьш"-
коэффициенты м:lлого возмущающего аэродi{намического MoMeHTil,
и-масса аппарата, L,,S-харltктерrrый размер и шIощадь миде-
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левою.сечения; q-скоросгной fiапор; jr=yr/L,Zr: zr/L-безразмерньде с1 =+ i Фrсоs kydy, Ьr=
смещения центра масс с оси симметрии формы, | -л

Очевидно, что первое сJIап

h = (G - Л cos a)/sin Q, &о = а * GnoS/ (mV). :обственною вращения

Следуетотметить, чтоlrgтrlqобежныймомент/r,Еевходитвуравненu 
^, \ ,о | 1л,_.

движения (1). Этс ,.v],rC!l'l Or ДЩЗеТСя в нуль прt{ повороте связанно ^\z) 
= aotl: 1о J .Ря(yl 2

системы координат ^ гнirсl!тельll продольной оси Х на уюл O,Sarctg [1*/ (1,- "u О

_1")].,rвторойчлеIIВВыражепиио
ммую асимметрию образует соtsокупность следующих безразмерньЁращения от среднею значенI

параметров: Ф

/^ I (у, z) = 2 @r(z) cos,ty +
Дб = (А,, Т,r,L",й, ц, Ьm,, Ьmr, Ьm"). (l t=|

Правые части уравнений (1) являются периоцическими функциями дву Имея в видУ СООТНОШеНИЯ

быстрых .rеременЙых - угла атакп и угла сЪбственного вращения. Третыа систему с тремя быСтРЫМИ

быстрая переменная - угол прецессии - может быть найдена в квадратура
*ак функцЙя времени, если известно решение всех остzL,Iьных уравнени У:Ф(z) +eY(Y,0*1,z),
системы (1), поэтому в д;urьнеишем уравнение для угла fiрецессии рас
сматрIIвать не будем.

Воспользуемся процеДурой, предЛоженной в [.3], и произвеДем эквивj,i Из (4) и (7) следует, чт(
лентную замену flервоrо уравнения системы (1) на два уравнен!Iя первоt'|обственного вращения следуI
порядка для амплитуды x;l фазы у, пос/lе чею дополним исходную сис,геI,r

д"фберенциальным уравнецием для скоростною напора 8. В результаl, Р :0 + Х.
ПОЛУЧИМ: 

Произведем замену перем(
y=a(z) *еУ(у,9,"), Ф=Фr{у,z\, {*1

i7), в результате получим

2= Db * Disin р + D'rcosp + Djsin2p + Dicos2p = еФ,(у,9,z), ttу/rtу=f/еl -сfYlаz+tz.
lде z: (х, R, G, 4). Функциw Фо, D| и -Щ определены в исходной cplcтclll опуская члены порядка м

(1), а Df п Ц описываются следующими формулами:

D,= (&ц + Wоц + wц + WqD!)lF{x), i= 0,4; х(у,,) -Xo=}ni^'''\/ r0

gb: rlq/dt, ц:0, j- li+;

где

В силу }tсходных уравнений (l) и выбора множителя Ф фrrцд,;1411 rll

являются 2z-периодическими функциями быстрых церемеirньrх i] !l ::,"

2. В двухчастотной возмущенной систепле (3) быстрая п€р()ýiеi!F!it5] l;

отличается от стандартной фазы, так как в явном виде нс: ,tзi}ес,тнll r,,

частота как функция медленных переменных. При этом система (З) совrr;tд:ле
со стандартной только в случае, когда собственное врашение ilA б"ци:зксл t

равIIомернOму (см. [1, 3 ]). Рассмотрим схему приведения системы ypaBHr-lHlii
движения (3) к стандартной системе для общею случая пространс,!,f}fll}tсг( Полученная сиСтеМа СОДеР)

движения аппара,га tsокруг центра масс. i{овоЙ фазы 0 раRна среднеЙ
Заметим, что правая часть уравнения для угла собствеIIноI,L\ I;parrie;iltJ Представляет интерес pal

зависит только от одной быстрой переменной - фазы у. ПредставиI\{ пр.lвyинтегралы уравнениЙ HeBoзn
,lacTb дифференцимьнопо уравнения для угла собственного irраlцснl!ýt квадратура (8) может быть r

вIrде тРигонометричеСкого ряда по переIчtенноЙ у наRл}Iвающий аэродинамиче(

Ф, : ао/2

бI0

(cu cos ky + Do sin ky),

pvp 
=

,V:

4сключив тем самым одно у]

В силу выбора I{овых быс,

} задLlнии начальных значе.

Jкончательно систеIчfа (3) с уч
} t}иде стандар],ной двухчас
4нтегродифференциалъfIой ф

у:r(z)*2Y(r,' ** i
}9

0:1(r), 2- €Ф. (r,'

+)
,t= l

(4l

t-\

\



, Ьо: + i Ф, sin ky ,ty (е

ОчевидЙ что первое слагаеrJ " формуле (4)
собственног0 вращения

,внени 1 zл

tзанно] 1(r)- ао/2 : * { 
Ф* (у, z) cly,

'rrl {I r- vl второи члеtI в tsыражении определяет отклонение
чtерныlРаЩеНИЯ ОТ СРеЛНеГ0 3начения

- 11 2, о о.).

равно средней частоте

(5)

скорости собственного

(б)

l1\д

lи дRу]
TpeTlrHa
)атура]
внениi
tи рЕr:

Имея в виду соотношIения (4)-(6), заменим возмущенную систему (3)
систему с тремя быстрыми переменными

у=а (z) * еУ(у,0 *x,z), 6 =)r(4, i::f (y,z), L=,Ф,(у, О *1,z).
Q)

(7) следует, l{To новые переменные 0 и х связаны с yглом
врапдения следyюш{ей формулой:

/ъ, Произведем замену переменных у -=
{-i

а clt в уравнении цJIя х системьi

(7), в результате получим

dx/ с]у : f /а - еfY/ u2 * е2...

истсIч,{ Опуская члены порядка малости е и выше, наЙдем квадратуру

)квиR;'ý Из (4) и
tерВL]Гtобственного
истf },,i ,

Iлътf;,,i.r Р-0+1.

иI{ г!:,

Y,
ная i;j

]Hit t_" ]

IаД:l с,:

Iзк[) ;{

Hel,ii,i ii

x(),,z)-X^: 1, i f Q,4,Jy,,0 Q (") 
Jб

t

I
0

* i f Q,,)ф,,)"
)9

(8)

исключив тем самым одно уравнсние из слlстемы (7).
В силу выбора I{овых быстрых переменньrх а п у имеет место произвол

в задании начаJIьных значений этих персменных. Пустq 0n=Yg,Xo = 0.
0кончательно система (3) с учетом формул (4)--(8) может быть представлсна
в Itиде стандартной двухчастотной возмуIценной системы, записанной в
интегродиффсренциальной форме:

! : , (z) 1-7Y (r, U + * i f Q,z),ty,,)
}6

(9)

0:),(r), 2- €Ф. (у,0 +

:HHcI,c Полученная сисгема содержит две быстрьте фазы - у и 0, причем частота
новой фазы 0 равна средней скорости собственною вращевия (5).

цеi]ия Представляет интерес рассмотрение случая, когда им/ ют место общие
равY}оИнтегралы уравнениЙ невозмущенного движения (е :0), поскольку тогда
вrlя вквадратура (8) может быть сведеrrа к известным функциям. Пусть восста-

авливающий аэродинамический момент пропорционztлен синусу простран-

б1l



ственною угла атаки М" - sin с. В этом спучае исходная система уравнений
(1) для невозмущенfiоIo движения приобретает вид:

а + (G - Л cosc) (Л - Gcosa)/sin' а * 1sinc = 0,

,1, = R/ I" - (G - R cos а) cos c/sin2 а, (10)

где Л, G, g - постоянные.
Решение этой системы найдено в элJIиптических фупкциях Якоби в

,l =,l| - цо ,

А = ц - х - (а - Ьх)/(| - xz), а: (R + Ф/4с, Ь = RG/2c.

Здесь К(Ё) - полный эллиптический интегр;lл I рода,
П(п, &), П(Р, п, t) - полный и неполный эллиптические интегрмы III рода.

Средняя частота собственною вращения (5) для рассматриваемою сJIучая
записывается в виде [1 ]

l,: R(1, - I,)/I,+ [п,П(п,,,t)(л - Q - пrП(пr, Ё)(R + qv{zАЮ. (12)

Используя формулы (11) и (12) и заменяя в (1l) время l на фазу у,
запишем согласно предложенной процедуре стаIцартную двухчастотнук]
систему для случая, когда М" - sin а

у = а (z)* еУ(у, 0 + х (у, z), z), 6 = )" (z), 2 = еФ,(l, 0 1 у (у, z), z),

(13)
где
х = |tп,П(!r, п,, &)(Л - Ф - пrП(!, пr,k)(R + Фl - [п,П(п,, &)(Л - Ф -

_ пrп(п,, ft)(л + QlO/п + 1)}/ (2ф),
а = пý/2К,ф = zfl [К(у/п + 1), ft].
3. Рассмотрим возмущенЕое движение КА, описываемое двухчастотной

системой ураввений (9) (или (13)) в окрестности резонанса, когда цело-
численная комбинация частоты колебания пространственною угла атаки и
средней скорости собственного вращения близки к нулю

Применим общеизвестную процедуру построения усредненных уравнений
и основных соотношений в околорезрнансной области (l4), предложенную
А. И. Нейштадтом [4l и модифицированную в [1]. Произведем замену
переменных

}l:mу/п_0
в системе (9) и усредним уравнения этой системы по фазе у, в результате
получим

6|2

(}t,

W
Ф0z

(11)

(14)

#rn

резо
|=й;
крут

&xl

dzl dt

Iце

QV,i

Фу"

Qw,4

+ q(,)

Поск
функ
из форму,

Uлинеиным[

Q,= А

Од
вида

Очевlцно,
тойчивых
резонансе. В

|0,2л ] имеет

О(rf) = 0,

Дей

mах Q

Y*on"* 0;
ДостаточнOе
ченную
точку (см. 

11

4. Одной
проблема
КА, п
Сло:кностъ
на характер
нарушению
движения в

8i(ýo, Аý,
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х = Ь (z) + еf ()l, z), 2 = еФ2(И, z),

w Р(Х, z) = (r(y, mуlп -.Х * х(у, "), 4l,
Ф| (Х, z) = (Ф, (у, rrty / п - Х + (у, 

"), ")l -(рдние по у.
Продифференцируем по времени l первое уравнение и опустим вблизи

резонанса (14) IuIены порядка €1 , затем вводя <<медленное>> время
, = ",/7|, приходим к системе маятнIlковокr типа с медленно меняющимся
крутящим моментом

*х/ dP+Q(x,r)-0,

ttz/tlt : лФ: (,Х, ,), Ф: Й1
где

Q@,z)= - (+#-9 *: (1б)

Функция (1б) в сиJIу исходных уравнений движения (l) имеет вид

( l5)

( 18)

( 19)

Q(X, ,) - QoQ) + Q, (z) sin Х + Q, Q) cos Х +

+ QrP) sin 2J/ + Qo Q) cos DС. ( 17)

Поскольку правь[е части исходных уравнений (1) являются линейными
функциями составляющих вектора малдй асимметрии (2), то, как следуст
из форму,ты (16), и множители Q,(i = 1, 4) в выражении (17) также являются
'линейными функциями малой асимметрии Аý

Q,= Ад€,1i = t}1.
Одночастотная возмущеЕная система (l5) прир = 0 сводится к уравнению

вида

# - аФ:0,
Очевrцно, что периодItческие решения уравнения (18) в окрестности ус-
тойчивнх стационарных точек соответствуют застреванию системы (15) в
резонансе. В силу периодичности функции (1б) по переменной ZHa отрезке
I0,hl имеет место четное чисJIо корней уравнения

Q{r) :0.

Действителъные корни этог0 уравнения сушествуют, если

maxQminQs0.

Условие (19) является необходимым услоtsием застревания в резоIrансе.
.Щостаточное усrIовие соответствует попаданию системы в область, ограни-
ченную сепаратрисой и включающую в себя устойчивую стационарную
точку (см. [1]).

4. Одной из самых сJIожных в баллистическом проектировании является
проблема выбора геометрических и инерционно-массовых характеристик
КА, предназначеЕных для неуправляемою спуска в атмосфере IutaHeTы.
Сложность решеншя этой проблемы обусловлена значительным влиянием
на характер движения КА резонансов, которые приводят, как цравило, к
нарушению функциопальных оi,раЕичений, накладываемых на параметры
двIIжения в пlюцессе спуска

вi(ýo, Аý, ,r) >0 0/'_ 1}l , (20)

бlз
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Сформулируем задачу следующим образом: определить область проск
тных переменных из пространства (21), в которой прЕ заданной асимметриl
выполняются ограничения (20), а также найти устойчивую точку в про
странстве (21).

При спуске КА в атмосфере возможны три вида вращательного движения
безрезонансное, прохожденIIе через резоЕанс и застревание в резонансе
при прохождении через резонанс условие (14) выполняется кратковременн(
и траектория не успевает существенно измениться. Напротив, прI
застревании в резонанс (т. е. при устойчивом резонансе) резонансно(
условие (14) соблюдается в течение длительною времени, что приводит х

аноммьным изменениям траектории и, как правило, к нарушению функ"
циональных ограничений (20). Следовательно, выполнение условий (20)
возможно только в случаях движения без застревания КА в резонансе. Из
соотношения (19) следует, что необходимое и достаточное условие про-
хождения через резонанс имеет вид

пr maxQminQ>0. (22)

за Поскольку первое слагаемое функцилr (l7) не зависит от малой асим-
метрии (2), то условию (22) соответствует медующее Ееравенство:

l8ol > lmax Q - Qol

где бо - вектор номинмьных проектно-баллистических параметров Kl
Аý-вектор малой асимметрии (2), zo-BeKTop нач;UIьных условий, &-
ч[Iсло ограничевий.

Под проектными переменными булем понимать совокупность начальны
условий z0 и номинальных параметIюв €0, на которъilе бычно накладываютс
геометрические огранIlчения

бо€ Х, zo € Z.,

где (Х, Z) - пространство проектных переI\{енных.

(21

или

, Qo i-r Q3)
i *u* 6:6;1 ' l,

r,Д{

Неравенство (23) определяет область проектных переменных (ýо, zo), в
которой реализуются только траектории без застревания в резонанс. Наи-
более устойчивая точка в области (23) от воiмущающеro воздействия
асимметрии соотвст,ствует максимуму левой части неравенства (23).
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