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В нелинейной постановке рассматривается неуправляемое двшкение относительно центра масс
асимметричного КА при спуске в атмосфере планеты. Приведены частшчно усредненные уравнения
в виде гамильтоновой системы, описывающие двшкение КА в окрестности резонанса. Исследуются
вопросы устойчивости резонансных режимов, возникающих при спуске. Показывается необходи-
мость учета неравномерности вращения КА при анализе его движения в окрестности резонанса.
Рассматривается пример об исследовании устойчивос,ти резонанса по углу крена.

1. Рассмотриh{ неуправляемое двшкение отно-
сительно центра масс в атмосфере КА при нали-
чии малой асимметрии. Воспользуемся уравнени-
ями, описывающими вращательное двих<ение КА
с точностью до величин порядка квадрата малой
асимметрии, приведенными в работе [ 1]:

U + F-(u,z) = tФо(сr, 9,z),
q = Ф*( а, z),

i = tФ.(сr, Q, z),

где

F(u, z) =

= (G - Rcosc)(R - Gcos а)/ siпЗсt, - Mo(cr, z),

tФч = PJt а, z) + DI(o, z) sin9 + о Jt а, z)cos9 +

+ D](o, z)sin 2q +Рlt u, z)соs2tр =

2

= 
Д 

(du+ id'k)exp(ift9),

d2 -: D;, d; = -D;, v = u, z.

Здесъ сr угол нутации (пространственный у|9л
атаки), 9 - угол собственного вращения, R = /rсrr, lJy,
Q = Rcosoc + (-со.,,cos9 + ozsin9)sinс - с точностью
ДО Iч{НО.ЖИ'ГеЛЯ ПРОеКЦИИ КИНеТИЧеСКОГО МОМеНТа
соотве,гственно на продолъную ось аппарата и на
направление скорости Y, соr, с},, Ф. - проекции уг-
ловоЙ скорости на связанные оси, Z = (R, G, ...) -
вектор медленно меняющихся переменных, Мо- с
точностью до множителя восстанавливающий

аэродинамический момент, Jр Jу J, главные

центральные моменты инерции, j, - JrlJr"
Для проведения качественного анализа движе-

ниlI преобразуем исходные уравнениrI (1) к стан-
дартной двухчастотной системе с аналитически-
ми правыми частями. Используя схему В.М. Во-
лосова, заменим первое уравнение системы (1) на
два дифференциальных уравнениrI для амплиту-
ды угла нутации х и фазы колебания угла нутации
у.Чтобы выразитъ правые части уравнений для
угла собственного вращения (р и медленной пере-
менноЙz, как фун*ции переменноЙ у, необходимо
знать явную зависимость угла нутации ct, от фазы
у. То естъ должен бытъ известен общий интеграл
уравнений движения (1) при отсутствии внешних
возмущений (е = 0). Пр" этом удается записать
правые части уравнений системы ( 1) как аналити-
ческие функции переменноЙ у. Однако общиЙ ин-
теграл нелинейньж уравнений невозмущенного
движения известен в двух частных случаях. Во-
первых, когда восстанавливающий аэродинами-
ческий момент пропорционален синусу угла нута-
ции t2, 3, 4J, и, во-вторых, при бигармонической
зависимости аэродинамического момента от угла
нутации [5, 6].

Для некоторых видов КА, например для аппа-
ратов, близких по форме к сфере или к тонкому
конусу, моментная характеристика может быть
описана следующим рядом Фурье

Mo(Cr, z) = asin6x + rico,sin jcl.

i= l

Многие КА имеют более сложные форrпrу и аэ-
родинамические характеристики, в частности,
возможно наличие трех балансировочных поло-
жений. В этом случае моментную характеристи-
ку КА можно представить в виде ряда Фурье, все

(1)
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гармоники которого, начин ая с третъей, малы по
сравнениrо с первыми двумя

Мо(сr, z) = csinct, + bsin 2u+.ico,sinicr.
i = l

То есть отклонение зависимости М о(с, z) от си-
нусоидальной или бигармонической мо)<но рас-
сматривать как один из возмущающих факторов,
что позволяет применять схему В.М. Волосова.

С учетом сделанных замеч аниil преобразуем
исходную систему ( 1) к двухчастотной форме:

' 
= crl(z)+eY(y,Q,z), 9 = Ф*(у,z), /л\

i = tФ.(у, 9, z), 
Q)

где | = (rR, G' х, q*), Q* - скоростной напор.
Выде ляя в угле собственного вращения две со-

ставляющие: равномерно враIцающуюся фазу Ф

и колебательную фазу ф, запишем возмущенную
систему в виде

= l(z), Ф = Фr( у, z) - }" (z), 
(з)

= tФ.(у, Ф + Ф, z),

где
2п

\(z) = *IФ9 (у, z)dy, (р = Ф + Ф.

0

Используя общее решение для невозмущенного
двшкения, разрешим уравнение для колебатель-
ной фазы угла собственного вращения

Ф - Фо = 9(z, t) -ЦФ(z)( t - t) +
п

621

го движения КА исполъзуется следующая систе-
ма маятникового типа:

d2 q/ dT' + Q = 0, dz/ dt, = pf ,(q, z), (5)

z)=

Лля анализа устойчивости резонансного режи-
ма движения КА преобразуем уравнения (5) к га-
милътоновой системе с одной степенью свободы.
Лля этого введем новую переменную р - q и, за-
меняя первое уравнение (5) на два уравнения пер-
вого порядка для р и Q, запишем

.аЕгаЕ
Р =--*ft,q =iJ+fr,i=ltfз, (6)oq ор

+ W(q, z) - полная энер-

гия системы,

W(q,z) = IO(q,z)dq = QоQ + Q1 sin q +

+ Qzcos q + 0з sh 2q + QacosZq

- потенциальная энергия системы.
В работах [ l, 7] приведены необходимые и до-

статочные условия застревания системы вида (б)
в резонансе. Следует заметить, что в этих работах
не учитываются малые воздействия на систему
возмущающих факторов. В t8] рассматриваются
вопросы устойчивости резонансных режимов
движения при действии малых возмущений [9].
Однако необходимые и достаточные условия ус-
тойчивости сформулированы для квазилинейно-
го случая движения.

Исследуем поведение системы (б) в окрестнос-
ти стационарной точки при действии возмущаю-
щих факторов. В общем случае, когда все коэф-
фициенты Qt отличны от нуля, потенциальнаrI
энергияW(q, z) имеет вид, показанный на рис. 1а.
Фазовый портрет системы, соответствующий
этой кривой, изображен на рис. 1б. При этом фа-
зовая плоскость разделяется сепаратрисой на две
области колебательного движения Gt и Gr, а так-
же область вращателъного движения Gз. Точки А
и В - это устойчивые точки типа центр, а С - не-
устойчивая точка типа седло. При отсутствии у
КА инерционной асимметрии (/n = J r) одна из об-
ластей колебательного движенЙя (G, или Gr) вы-
рождается (рис. 2б).

Под влиянием возмущений фазовая траекто-
рия мох(ет пересекатъ сепаратрису, переходя из

где р - {,, t, - p"t - "медленное" время , fr(q,

= (*.(r, il - q+ ф (y,z), ") - средние по у,

2

а = -(:* *) f ,(q,z) = i r at,* io,)exp (ikq).
,Q

2

где ft=fz:0, fз=fr, r = Ъ' 
= co(z), Ф

i

t

- I(:crl(z)-}, o>)at,
/rl

где Q(z, t) = 9(/) - невозмущенное решение для уг-
ла собственного враIцения, если рассматривать
интервал времени, равный периоду колебаний уг-
ла атаки.

В результате система (3) преобразуется к стан-
дартной двухчастотной форrе [1]:

' 
=co(z), Ф=h(z), i =tФ.(у,Ф+Ф,z).(4)
Система (4) является возмущенной двухчас-

тотной. При возникновении между частотами бы-
стрых переменных соотношениrI

^ 
= ma(z)-nl(z) = 0(g),

где mип- взаимно простые целые числа, в систе-
ме возможно появление параметрического резо-
нанса.

2. В работе t1] для анализа околорезонансно-
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W(q, z)

Рис. 1.

одной области в другую. При действии возмуща-
ющих факторов происходит деформация кривой
W, а следователъно, и сепаратрисы. Будем счи-
татъ, что если в результате эволюции сис,тема (б)
остается внутри области колебательного движе-
ния G1 или G2 (рис. 1б), то такой резонансный ре-
жим движения КА является устойчивым. Если си-
стема вьIходит из области колебательного двих(е-
ния, например Gr, то ее далънейшее движение
может происходить либо внутри области Gr, либо
внутри Gз. Попадание в ту или иную область но-
сит вероятностнъlй характер. В этом случае бу-
дем говоритъ о неустойчивом захвате аппарата в

резонанс. Заметим однако, что устойчивостъ ре-
зонансного режима движения КА, вообще гово-
ря, не означает устойчивость системы (б) в окре-
стности точки типа центр.

В [10] для анализа переходов фазовой траекто-
рии из одной области в другую введена величина

Ф(z) = -f#/з( Q,z)dt (7)

t

Здесь Н нормированный гамильтонидн, обра-
щающийся в нуль на сепаратрисе. Его можно
представить как разностъ полной энергии систе-
мы Е и потенциальной энергии, вычисленной в

АСЛАНОВ, МЯСНИКОВ

седловой точке IV.

Н = E-Wr.
Будем использовать величину @(z) для оценки

устойчивости резонансного режима движения
кА.

При @ > 0 резонансный режим движения КА
будем считатъ устойчивым.

Если Ф < 0, то резонансный режим будем счи-
татъ неустойчивым.

С учетом определения нормированного га-
мильтониана формула (7) примет вид

@(z) = (Й..) - (О, (8)

где ( й") = fr ry fз(q, z)dt- скоростъ измене-

ния потенциальной энергии системы (6) в сед-
ловой точке, вычисленная вдоль сепаратрисы,
r -t* г аЕ(а. z) ^ ,(Ф = f,Ё= fз(q, z)dr скорость изменения

полной энергии системы, вычисленн€lя вдолъ се-
паратрисы.

На основе соотношения (8) дадим физическую
трактовку устойчивости резонансного режима
двшкения КА.

Если резонансный режим устойчив, то
( йr) > ( Е). При этом локальный максимум потен-
циальной энергии растет быстрее полной энер-
гии и система не может выйти из потенциальной
ямы. Согласно терминологии, приЕятой в [10], си-
стема "погружается" внутрь текущей области.

Для неустойчивого резонансного режима дви-

системы растет быстрее локального максимума
потенциальной энергии. То естъ система "вытал-
кивается" из потенциальной ямы и ее дальнейшее
местонахождение внутри смежных областей но-
сит вероятностный характер.

Следует заметить, что нахождение фазовой
траектории внутри потенциальной ямы, вообще
говоря, еще не означает устойчивости системы в
окрестности полох(ения равновесия. Щействитель-
но, если локалъный максимум потенциальной
энергии и полнаrI энергия системы возрастают и
Ф > 0, то система выходит из окрестности устойчи-
вой точки. С другой стороны, текущая область фа-
зовой плоскости расширяется быстрее, чем систе-
ма подходит к сепаратрисе. В этом случае фазовшI
траектория остается внутри области колебатель-
ного двшкениrI. Если предположить, что площадь
текущей колебательной области ограничена ма-
лой величиной, то "погружение" системы внутрь
колебательной области означает зilват КА в ре-
зонанс, n "выталкивание" - уход от резонанса.

Получим другую форму записи величины @.

б)lll,_l
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Отметим, что 0Е ldz - aW l0z, тогда выра>кение (8)
можно представитъ следующим образом:

@(z) - К+ У) fз(Q,z)drc. (9)/ J\ d

Подставляя в (9) соотношение для потенциалъной
энергии, получим выражение для величины О в
виде

Ф = 
f 'О. 

(q,- q) + O,(cos Q,- cos q) +

( 10)
+ $z(sin Q,,- sinq) + Взsiп( Q, * q)sin (q,- q) +

+ 8+cos (q, + q) sin (q, * q) ]/з (q, z)dr,

где 8i = * (i = 0, ...,4).

3. Рассмотрим два примера. В первом примере
покажем необходимость учета неравномерности
вращения фазы (р, а во втором исследуем устой-
чивость резонанса крена.

Часто при приведении систем вида (2) к стан-
дартной форме (3) пренебрегают неравномернос-
тью вращения фазы, полагая Ф = 0(s). Это позво-
ляет избежать вычислениrI квадраryры для пере-
менной Ф. Однако существует широкий кJIасс
движений, для которьж введение такого допуще-
ния может привести к искажению результатов
моделирования.

Пустъ КА имеет следующие массово-геометри-
ческие параметры: m - 200 кг, J, = 0.4, ý = 0.4 м2,

L - 0.7 М, Хл, = 0.02 , j, = 0, Z, = 0.0003. Будем рас_
сматривать два вида резонансного движениrI,
классифицированные в lZ1: главный вращателъ-
ный резонанс и резонанс угла крена. Главный
вращательный резонанс может насryпить при
совпадении частот колебаний угла нутацип и угла
собственного вращения, то есть в случае выпол-
нения условия co(z) = I(z). При резонансе крена
или "лунном" резонансе средняя угловzш ско-
рость собственного вращения КА близка к нулю
}(z) = 0(е). Указанные типы резонансного движе-
ния являются резонансами низких порядков, по-
этому оказывают наибольшее влияние на возму-
щенное двих(ение КА.

На рис. 3а показано изменение во времени час-
тот быстрых движений }ъ п 0). Начальные условиrI
движения были подобраны так, что в окрестности
точек t1 и t2 КА захватывался в главныЙ враща-
телъныЙ резонанс, а в окрестности точки \- в ре-
зонанс крена. Существование резонанса на траек-
тории можно определитъ, вычисляя критерий
безрезонансного движения ц в соответствии с
формулой (2З), приведенной в работе t1]. Крите-

РЕЗОНАНСНЫХ РЕЖИМОВ

W(q, z)

629

t(-

I

l

I

I

l

1

1

I

l

a

l

l

Рис. 2.

рий безрезонансного движения это параметр,
который показывает наличие или отсутствие на
фазовом портрете системы области захвата в ре-
зонанс, то естъ области, ограниченной сепаратри-
сой и включающей в себя устойчивую стационар-
ную точку. При п < 1 такая область существует, а

резонансный режим дв[Iжения не может бытъ ре-
ализован. Критерий безрезонансного движениrI
ц, вычисленный в моменты времени 

'l 
, t2и /1, при

допущении, что вращение КА близко к равно-
мерному t7], был равен соответственно цt = З.|З,
Цz = 3.89, Цз = 0.47. Это означает, что при такой
постановке задачи в точках t| и tz не существует
резонансного режима движения. При учете не-
равномерности вращения фазы а критерий без-
резонансного движения соответственно имеет
следующие значениrI О.42, 030, 0.22.

Щля объяснениrt этого факта введем в рассмот-
рение критерий v, который служит мерой нерав-
номерности вращениrI быс-грой переменной 9.
Очевидно, что Ф колеблется вокруг некоторого
постоянного значения средней частоты }", соответ-
ствующей paBнoмepнol"ry вращению } = Фrr,, - А},,

где 
^I 

- отклонение частоты собственного вра-
щения от среднего. Под мерой, характеризующей
отклонение собственного вращения от равномер-

l 996
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0), }", рад- 
l

16

ного, за исключением резонанса крена, когда
средняя частота не равна нулю, буд"м понцматъ
величину

v = lЩl = |Ф,,,,-l,| = lgg._ 1l.lTl l-Tl l}" ^l,

Вр*lение КА является равномерным, если v = 0(е).

В моменты времени /1 и tzмepa неравномерно-
сти соответственно равнrIла.сь V1 = 0.39 , у2 = 0.48.
То есть в точках /t и tz вращение КА нельзя счи-
тать равномерным. На рис. 4 представлена зави-
симость величины области захвата в резонанс си-
стемы (6) от меры неравномерности. На рис. 4
введены следующие обозначения: сплошной
жирной линией показана величина области захва-

АСЛАНОВ, МЯСНИКОВ

та, полученнаrI с учетом неравномерности враще-
ния фазы 9, штриховой линией - область, найден-
HarI в предположении, что Ф = 0(е); сплошной
тонкой линией показан интервал захват8, полу-
ченный путем численного моделированu!я. Пр"-
веденные результаты показывают, что введение
допущенltм о равномерном вращении фазы q в

случае, когда Ф - не малЕuI величина, приводит к
сужению области захвата.

Перейдем к рассмотрению примера об устой-
чивости резонанса крена. Пусть имеют место:
смещение центра масс с оси симметрии формы
(r" * 0, Z, * 0), наJIичие малого возмущающего
аэродинамического момента (М, * 0, 

^mr* 
0), на-

личие перекоса главных центрiLпьньж осей инер-
ции КА относительно осей связанной системы ко-
ординат ( j ч * 0, j r, * 0). Исключим из рассмотре-
ниrI только динамическую асимметрию (/, = Jr),
тогда двих(ение КА в окрестности резонанса опи-
сывает следующая частично усредненнаrI система
(см.(6))

р = _аЕ аЕ
Й, 

q=Й,i=Ilfз(q,z), (l1)

где Е = р2 12 + W(q, z), W(q, z) = Qoa + Q'rstrrq',

а;= Jmr, Q'= q + Qо, Qо = arctg (Qt/Q),
| = (с[.*, R, 4).

На рис. 2апрпведен вид фу"*цппW для системы
(11). ФазовzLя плоскость состоит из одной области
колебательного двшкения Gt и двух областей вра-
щательного двшкения Gz и Gз (рис. 26). Точка Д -
усгойчивчlя точка типа центр, а точка С - неустой-
чиваrI точка типа седло. Пусть система начинает
свое дви>кение из малой окрестности точки Д, яв-
ляющеftся устойчивыIvl положением равновесиrI
при отсутствии возмущающих факторов. Для
анализа устойчивости возникающего резонанса
необходимо вычислить величину О согласно фор-
муле (10). С учетом сделанных допущений это со-
отношение можно переписать в виде

О= - q) + Si(sin qL- sinq')Jf зdх,

где Ф; - а Qb l0z.
Следовательно, возникающий резонансный

режим движения будет устойчив, если

Если амплитуда колебаний угла атаки - малаrI

200
t,C

ftо. 
(q,

I

Sofiq, - Q) f зdr> -Ф;ft riп qL -sinq')]f зdх.
ll

0

А, рuд-l
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ailt (| 1*йq-[L-1 R \lг.
БiEJJfCsinq. - sin q)dr +

l

*z,{.L:yq -( L- 1 - +)ЗtЁ1: х
F( ,)J , \7, Z 2a(z) ) dc[-*

* 
f( 

sinq. - sin q)dt *z?q'*s'Ъ' ( J-- 1 - ^}=) ,.

, 
ОLllЧ lw v 

F( ,)4 U, 2 Za(z) ) "

" *"rfisinq,- sinq)cos qdT> 0,dot

УСТОЙЧИВОСТЬ НЕЛИНВЙНЫХ

величина, то условие устойчивости резонанса
крена имеет вид

РЕЗОНАНСНЫХ РЕЖИМОВ 631

{mах, 4miп

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 v

Рис. 4.

фазовой траектории усредненной системы (11),
приведенный на рис. 26, подтверждает устойчи-
вость резонанса по углу крена.
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где

2п
1rН, = + lsinudy, Hz' 2пJ

0

2п

yt 1 г (R-Gcoscx, R-GcosG-*\ ,Нз =T"Js'ncr[Б-Б)oY.
0

В качестве иллюстрации на рис. 3б приведено
изменение по времени резонансной расстройки
частот А для КА, массово-геометрические пара-
метры которого приведены в первом примере. В
точке \ был реализован захват в резонанс угла
крена. При этом ( I4l.) = -0.08, ( Ё) = -0.10, о = 0.02.
Это означает, что полнаrI энергия системы убы-
вает быстрее, чем потенциальная энергия в сед-
ловой точке С. Поэтому через конечный проме-
жуток времени система окажется на дне потенци-
альной ямы в малой окрестности точки Д. Вид

2тr

= д [(.o.0-*-cos u)dy,2пJ \--
0
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