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1. постлновкА злллчи
И ОСНОВНЫЕ, ОПРЕЛЕЛЕНИЯ

Изучению лвиженvIя вокруг центра масс КА
при неуправляемом спуске в атмосферу посвяще-
но большое количество работ . Исс.педов ания
проводились при введении тех или иных допуще-
ний, как правило, использовалась процедура ли-
неаризации уравнений движения или вводилось
допущение о квазистическом характере движе-
нvlя. Наиболее слох<ные вопросы в данной про-
блеме относятся к изучению резонансных явле-
ний. Настоящая работа посвящена исследованию
устойчивости резонансов в нелинейной постанов-
ке, рассматривается не только устойчивость са-
мого резонанса как явления (этому посвящена
статья tl]), но и анализируется устойчивость ста-
ционарной точки типа центр в области устойчи-
вых резонансов с помощью прямого метода Ляпу-
нова с видоизменением Хапаева при действии ма-
лых возмущениiL [2).

Воспользуемся нелинейными уравнениями,
описывающими вращательное движение КА с
точностъю до величин порядка квадрата малой
асимметрии, приведенными в работе [3]

Cr + F (а, z) = tФо(с, Q, z),

где

Ф = Ф*( u, z), (1)

й = tФr(сr, 9, z),

F(u, z) = (G - Rcoso()(R -
- Gcos а)/ siпЗ сr - М o(cr, z),

Фо(0, 9, Z) = R/j, -(G _ Rcoscr)cos u/sin'ct,, (2)

tФч = ZlJt а, z) + DI(cr, z) sin9 + оirа, z) cosq +

+ D;(cr, z) sin 29 + ^DIt а, z) cos 29,, v = а, zi
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В нелинейной постановке раФматривается неуправляемое движение относительно цеЕтра масс
асимметричного космического аппарата при спуске в атмосфере планеты. На основании частично
усредненной системы проводится исследование устойчивости нелинейных резонансов и устойчиво-
сти движения системы по Ляпунову в окрестности стационарной точки под действием малых возму-
щений. ГIолучены необходимые и достаточные условиrI двух рассматриваемых видов устойчивости.
На основе численного примера показано, что из устойчивости резонанса не следует устойчивость
движения в окрестности стационарной точки и наоборот.

Здесь cr, - пространственный угол атаки, 9 -
угол собственного вращения, R = J *{D"l Jr,,

Q = Rcosg + (-Фr,соs9 + crl.sinQ)sinct,- с точностью
до множителя проекции вектора кинетического
момента соответственно на продолъную ось аппа-

рата и на направление скорости v , Ф", (r}, , 0)z -
проекции угловой скорости на связанные оси,
Z - (R, G, ...) - вектор медленно меняющихся пе-
ременных, Мо - с точностью до множителя вос-
станавливающий аэродинамический момент, J",

J у, J ,- централъные моменты инерции, j , = J ,l J у.

Система ( 1) преобразуется к стандартной двух-
частотноЙ форrе [3]

'=co(z), 
Ф=h(z), (3)

i = tФ,(у,Ф+Ф(у,z),z).

где | = (х, R, G,...) - расширенный вектор медлен-
но менrIющихся переменньш; х,у - амплитуда и фа-
за колебаниЙ угла атаки; co(z) - частота колебаниЙ
пространственного угла атаки; Ф(у, z) - некоторая

известная фу"*ц уIя)h(z) = *rrП Ф, (у, z)dy - сред-

няя частота собственного вращения.

Резонанс в двухчастотной системе (3) возмо-
жен, когда целочисленная комбинациrI частоты
колебания пространственного угла атаки и сред-
ней частоты собственного вращения близки к ну-
лю

mа(z)-пХ(z)=0(g),

где ш, п - целые взаимно простые числа.

(4)

Лля анализа движения КА в окрестности резо-
нанса (а) удобно использовать систему маятнико-
вого типа [3], которая получается из системы (3)
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Пр" отсутствии возмуlцений (р = 0) система (5)
имеет вид

,]'x/ctr'*Q(x) = 0 (7)

и допускает первый интеграл - интеграл энергии

+ W(x) = Е,
1(,]х\
1\dx )

(8)

Рис. 1

после замены х - mу ln - Ф и усреднения по быст-
рой переменной у

где

W(x, z) = IO(x,z),tx = QoX- Ol cos х +'v (9)
+ Q, sin х - 0.5 Q. cos 2х + 0.5 Qa sin 2у.

СтационарнъIе положения (то.lки) этой систе-
мы (7) являются корнями уравнения

Q(xo, z) = 0. ( 10)

ЩействительньIе корни этого выражения сущест-
вуют, если вьIполняется условие

-?xQmrilr Q<0 (1l)

Соотношение ( 1 1) является условием существо-
вания стационарньIх точек.

В силу вида фуr*ции Q в общем случае может

существовать четъIре корня х = хr (i = 1, ,4),
удовлетворяющих уравнению ( l0). Устойчивое
положение равновесия определяется условием

xi 
i

I

l

d'х/ сJt' + Q(x, z) = 0,

dz/ dr = wf ,(х, z),

гдер- {u,,

f,(c, z) =

по у.

Q(x,z) = -(аР-*) f,(x,z) =
\l? dz 0zl

= Qo(z) + Qt(z) sin х +

+ Qz!)cos х + Qз(z) sin 2х + Qo(z) cos 2у.

Характер невозмущенного движения (р = 0)
системы (5) полностъю зависит от фуrrкции (6),
котораяв свою очередь определяется видом соот-
ношений (2) в исходной системе уравнений дви-
жения ( 1). Фазовый портрет системы с малъIмII
возмущенияIuи (5) состоит из IIесколъких облас-
тей колебателъного и вращательного движений,
разделенных сепаратрисой. В силу малых возму-
щений, действующих на систему, может происхо-
дить переход из одноIt области в другую, о также
эволюция самих областей.

(5)

(6)

ВыполненIIе неравенства ( 12) означает суще-
ствование на фазовой плоскости устой.lивой ста-
цIIонарной точки типа центр. В случае, когда все
коэффrциентъl QiQ) в форrуле (6) отличньI от
нуля, потенциалъная энергия (9) может иметь
вид, показанный на рис. 1. Внешняя сепаратриса
отделяет область вращательных движений Gа от
"большой" колебательной области Gз, которая
охватывает две BHyTpeHHlIe "малые" области ко-

лебателъных движений G t и G2. Точки xf и Xi
точки типа центр , х; и xtr - тоLIки типа селло.
Пр" отсутствии у КА инерционной асимметрIlи
(/" = /r) обращаются в нуль два последних слагае-
мых в выраже}Iии (2), а следовательно и в форrу-
ле (6) Qз = Qц = 0. В этом случае одна из областей
колебателъного дtsих(ения (Gr или Gr),, а также

стационарная седловая точка xt въIрождаrотся
(см. рис.2).

В силу действия на систему (5) возмущений
(р * 0) на фазовом портрете изменяются фазовые
траектории, а также происходит деформация се-

aol
-l >0.dxl 

k|Х=Х,

( l2)
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ЛНЛЛИЗ НЕ,ЛИНЕИНЫХ

паратрис. Возможны три характерных типа дви-
жения.

l. Прохождение через резонанс, которому от-
вечает изменение направления враIцения маятни-
ковой системъI.

2. Захват в резонанс, когда возможен колеба-
телъный рехим движения маятника. Этот режим
соответствует траекториям, находящимися внут-
ри сепаратрисы и постоянно остающимися вбли-
зи резонанса.

3. Щвюкение в малорi окрестI{ости стационар-
ной точки типа центр внутри сепаратрисы.

ФазовьIе траектории, соответствующие этим
типам движени1 показаньI на рис. З. На рисунке
тонкой штриховой линией изображена фазовая
траектория, соответствующая проходу через ре-
зонанс. Фазовая траектория, соответствующая
захвату маятника в резонаFIс, показана толстой
сплошной линией. Толстой штриховой линией
изображена фазовая траектория системьI, совер-
шающей движение в малой окрестности стацио-
нарной то.lки типа центр.

РассмотреннъIм типам движения, внутри коле-
бательной области, можно поставитъ в соответст-
вие два вида устойчивости.

Первый - это устойчивость маятника в коле-
бательной области (устойчивость резонанса).

Второй - устойчивость маятниковой системьI
в малой oKpecTHocTpI стационарной точки типа
центр (устойчивость по Ляпунову).

Поскольку IIевозмуrценное движение (р = 0)
маятниковой системы (5) устойчиво не асимпто-
тически, то устойчивость движения при отсутст-
вии возмущений не означает устойчивости полу-
ченного решения при действующих мальIх возму-
щениях. С другой стороны, устойчивость
резонанса, то естъ нахождение фазовой точки в
колебателъной областлt фазовой плоскости при
делiствии любых мальIх возмущений, не означает
устойчивост}I движения по Ляпунову в окрестнос-
TpI стационарrrой тоLIки типа центр, так как фазо-
вая точка в силу действующих малых возмуще-
ний может покинуть малyю окрестность стацио-
нарноfi тоLIки при этом оставатъся в TeLIeHpIe

длителъного времени в колебательной области,
ограниченной сепаратрисой.

2. УСТОЙЧИВОСТЬ РЕЗОНЛНСЛ
В практических задачах, связанньIх со спуском

КА в атмосферу, как правило, исследуют явления
прохода через резонанс или захвата в резонанс и
его устойLIивости. Осrrову анализа устойчивости
двrrженрIя фазовой точки в колебательной облас-
ти, когда при любых возмуlцениях фазовая точка
всегда остается внутри этой области, составляет
весьма простое положенIIе: величина полной
энергии систеIиъI Е, на любом интервале времени,

РЕЗОНАНСОВ 661

Q(x,, z)

W(x, z)

W,

Рйс. 2

Рис. 3

не должна превышает значения потенциальной
энергии W,, въIчисленной в седловой точке (см.

рис. 3) t 1].

Для реализации устойчивого резонансного
движения необходимо; ч,гобъI на фазовой плоско-
сти существовали колебателъная область, огра-
нIIченная сепаратрисой, то есть, чтобъr выполня-
лосъ условие (11); и достатоtIно, чтобы производ-

ная по вреI\{ени полной энергии системы Ё бъlла
менъше, чем производная по времени потенци-
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( 13)

( 14)

W(x, z)

W.

Хmiп х*

Рис. 4

альноЙ энергии W, , вычисленноЙ в седловоЙ точ-
ке (см. рис. 4). В этом случае колебательная об-
ластъ будет расширяться быстрее, чем фазовая
траектория приближаться к границе области к се-

паратрисе.Производная Ё показывает эволю-
цию фазовой траектории маятниковой системъI

(5), а производная W, - эволюцию сепаратрисы
под действием малых возмущений (р # 0). По-
скольку речь идет о колебательном движении си-
стемы, то об указанных производных можно гово-
рить только в смъIсле их средних на периоде коле-
баний значений. Очевидно, что соответствующие
производные следует усреднrIтъ на сепаратрисе,
ограничивающей областъ, устойчивость движения
в которой исследуется. ЩостатоtIное условие ус-
тойчивости резонанса можно записать в виде [ 1]

(й.)_(Е)>0,

Подставляя в это въIражение соотношение для
потенциальной энергии (9), получим окончателъ-
ную форrулу для @ в виде

О = бГОо (х,_ х) + 81 (cos х,,- cos1) +
J
I

+ 8z( sin х, - sinx) + 8з sin ( х, * х) sin (х, - х) +

+ 8+ cos (х, + х) sin (х, - х)] f "(х, 
z)dr,

л эо,, л aQl л 0Q, dQ^
где О0 = Ё,8l = -Ё,8z = Ё, r}з = Ё,

ао^л э+
t}д= =_.'dz

При выводе этой форrулы не накладывалисъ
какие-либо ограничения на характер дви>кения
КА в околорезонансной области. Это соотноше-
ние справедливо для всех видов резонансов (4).

з. )rстойчивостъ по ляпунову
Преобразуем систему (5) к виду,удобному для

проведения исследования устойчивости по Ляпу-
нову, при этом воспользуемся процедурой, пред-
ложенной в t5]. Сделаем замену переменных в
окрестности устойчивой стационарной точки:

Х- Х* + ЬУ, Р = ро + 
^р 

(р = х, ро = 0) и разложим
фу"*цию QQ) в ToLIKe х - х* в ряд Тейлора. В ре-
зультате получим

4Ц = др + pG, ry = _ с)2д х+рр )dT ..r ' d^c,

где (й.) = ýЧr(х,, z)dr, (Е) - Д0 
Е (q, z), 

(х, z)dл.Ydz
Il

В работе t4] для анализа процесса перехода
фазовой траектории через сепаратрису введена
фу"*ция О, которую для системъr (5) можно запи-
сатъ в виде

( l5)

где Е, = Е - W, -полная энергия системы, обраща-
ющаяся в нулъ на сепаратрисе. Физический смысл
функции O(z) - скорость приближения площади,
ометаемой фазовой траекторией к площади сепа-
ратрисы.

Условие (13) с учетом выражения (14) можно
переписатъ следующим образом О > 0.

А.И. Нейштадтом показано, что несоб-
ственный интеграл (14) сходится. Заметим, что
аЕ а I4l

т, = т, тогда имеем

@(z) = .-ýUu 
::'U f ,(х, z)d.t,

l

o(z) = f(y-
l

= (Р rР) f"Q* , z), а Р- фу"кция, определя-\Эz' Э1 /х=х*

ющая нелинейные члены разложения по пере-
менноft Ьх.

Для построения фуr*ции Ляпунова в квазили-
нейной системе (15) удобно перейти к перемен-
ным амплитуда-фаза

Ьу = д cos ty, Ар = -А г) sin ty, ( 16)

где Д пч - амплитуда и фаза колебаний перемен-
ной Ьу относителъно устойчивой стационарной

dz
dx = FL'

У) f"(x,z)drc,
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точки | = х* .Тогда система ( 15) примет вид

dw с)' ( Р G. \

й = ýД - бrlпчсоsч/ + р[-лосоsч - 7 
r,п,иJ,

dzt
dx = [l,,

где ý)' = # - имеет порядок малости р.

В качестве функции Ляпунова выбирается
квадратичная форма амплитуды колебаний, ко-
торая в силу соотношений ( 16) опрелеляется фор-
мулой

АНЛЛИЗ НЕЛИНЕИНЫХ РЕЗОНЛНСОВ

( 18)

( 19)

66з

силу возмущенной системы (5)

Ц* ..(арrа9)
Й = -р[Ё' й) *= r*J',(x*, 

z).

Подставим это выражение в соотношение (22), а
после чего фор*улу (22) - в (20). Тогда в резулъта-
те получим окончателъную фор*у лостаточного
условиrI устойчивости движе ния возмущенно й сис-
темы в окрестности стационарной тоLIки х = х* в
следующем виде

, л) л)
( а- О а- QaQ/Oz\ l[Й -йffir) 

,=**f 
,(x*,,z) >0, (2з)

Здесъ фуr*ция Q(x, z) определяется форrулой
(6) и конечноIи LIтоге параметрами исходнсlй сис-
темы уравнений движения КА (1).

НеобходиN{ые (l 1) и достатоLIные (23) условия
устойчивости получены для общего нелинейного
случая движенIIя КА и для любого типа резонан-
са (m и п - произвольньIе целые числа в соотно-
шении (4)).

Принципиалъное отличие резулътатов этой
части работы от резулътатов работы [5] по иссле-
дованию устойчивости движения КА в окрестно-
сти стационарной точки заключается в том, что
здесь в качестве исходноli системы исполъзова-
ласъ полная нелинейная система уравI{ений дви-
жения (1), а линеаризация производилась только
в окрестности стационарной точки. В работе t5]
исходная системы является линейной, а вторая
линеаризация производиласъ уже в окрестности
стационарной точки.

Покажем, чтG для малых углов атаки доста-
точное условие (2З) совпадает с аналогиLIньIм ус-
ловием, полуLIенным в работе [5].

Учитывая, что z вектор медленно меняю-
щихся переменных, представим соотношение (2З)
в виде

Эта фуr*ция является положительно-определен-
ной и допускает по переменньIм Ах и Ар беско-
нечно-малый высший предел и удовлетворяет
всем требованиям теоремъI 3. 1 из l2], согласно ко-
торой для устойчивости движения системы ( 17) в
окрестности точки: 

^х 
= 0, Др = 0 при действии

возмущений достаточно потребовать вьIполне-
ния следующего условия

^(#)<0,
где ( ) - оператор усреднения по ч.

Разложение фу"*циrtr Р и G в ряд Тейлора в ок-
рестности точки: 

^х 
= 0 и усреднение второго

уравнения системы (16) по переменной ч/ позво-
ляет переписать достаточное условие устойчиво-
сти ( 19) с точностъю до членов порядка малости
р2 в виде

Ё,о
Щостаточное условие устойчивости'сит от частоты

(20)

(20) зави-

( а'о|-
\axaG*"*

( а2оrt
дl'\axdq

( а'о
J-l р
' \ахаR

(24)

г)2 =
aQ (21)

dХх 
= х*

Продl.rфф"ренцируем это вьIражение по времени т

(22)

Лля отыскания производной Ц* lсJr следует про-
дифференцировать уравнение ( 10) по времени т в

)о4ý2 __ ( ta d" *a'Qlx-)--- dx \ЭхЭ zdt ' ох' dt ) , _ r*

( а'о
-Ll э
' \ЭхаG

Введем следующI,Iе допущения [5]. Во-первьIх,
второй член в условии (24), учI,IтьIвающлIй IIзме-
нение скоростного напора q,, слабо зависит от воз-
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Iиущений и есть вполне постояннzlя величина для
данного аппарата. Во-вторых, влрIяние третьего и
tIетвертого слагаемъIх в QФ на резонансное дви-
жение КА незначителъно, и условие устойчивос-
ти обеспечивается достаточно большим значени-
ем l'o,n'* (х * 

, z).

С учетом принятьIх допущений, соотношенрlе

(24) можно переписать следующим образом

( d'Q d'QаQ,/Эсr,,,,*1 \./tаxаСt','*-;|iw)"=х* (25)

х /on,._(X 
*, Z) > С,,

где С | - некоторая положителъная величtr{на, оп-
ределяемая из условия

|_( tg
| [ахаи #ж) 

" 
=,_' 

о'"*,", - [,# #жJ, =,-r*'r*, 
", - [.#r% #wжl, =,-r"'r-,,,l 

. .,

Полагая, что для мальIх углов атаки

1,o''u* (х* , z) = 
d а 

'(х* 
,, z)

d"c '

где а1 - угол между продолъной осью аппарата и
вектором кинетрIческого MoMe}ITa, представим

форrулу (25) в виде

(2б)

На рис. 5 показано изменение час,гот колебаний
co(z) и }.,1z) от времени /, для КА с массово-геоме-
TppILIecKиM I,I п ар амет,р ам [1 :

1,1l = 200 кг, j, = 0.4, S = 0.4 м',
L = 0.7 м, хт- = 0.05 , 2.r = 0.002,

при следующих начальньIх условиях:

СX'tl = 4J", 9ci = 0О,

Д0 = 4.18 с-', G0 = 2.96 с-',

Н0 = 60 кIи, У0 = 4.8 км/с, @0 = -7".
В окрестностII точек t l , tz и tз аппарат захваты-

вается в резонанс. ФазовъIе траектории, а также
началъное и конечное положение сепаратрисы
для всех трех резонансов показаньI соответствен-
но на рис. ба, бб и бв. На этих рисунках тонкой
сплошной линией изображена фазовая траекто-
рия КА. Толстой штриховой линией показано по-
ложение сепаратрисы в начальныri момент вре-
мени, соответствуrощий захвату в резонанс. Тол-
стой сплошнорi линией lлзображено конечное
положение сепаратрисt I.

В моменты времени l |, tэ и tз въILIислялось до-
статочное условие устойчивост[1 резонанса ( Г$ и
достатоLIно условрIе устойчиRостII по Ляпунову
(2з).

В точке t | лостаточное условие устойчивости
(23) является I,IсTиHHьIM, однако не въIполняется
соотношение (15). Это ознаLIает, LITo с теLIением
BpeMeHpI колебателъ}{ая область сжимается, и фа-
зовая траектория "вьIталкивается" во вращатель-
ную область (рис. ба). В этоtч{ случае КА перехо-
лит от колебательного режима движения к вра-
щательному. Такой резонансный режим
движе ния не )i стой.tрtв .

В момент времени /2 [Iостаточное условие (2З)
не выполняется, а неравенство ( 15) явJIяется ис-
тинньltчt. Как tsидно из ррlс. бб, с теtIением вреN,Iени

фазовая траектория покидает малую окрест-
ностъ стационарной точки типа IIентр, но остает-

с|
где С* -

Условие устойчивости \26) совпадает с доста-
точным условием устойLIивости для квазилиней-
ного случая движения, tIриведенноI\.{ в работ,е [5].

приI\4Е,р
В заключении рассмотрим пример, н? котором

покажем возможнъIе видъI устойrчивостII резо-
нансного движения аппарата.

с0,

ltз

16

14

|2

l0
tt

6

4

2

0

-) 40 t,C 80

Рис. 5

L, рuл/.
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В точке tз одновременно выполнrIется и нера-
венство ( 15) и достаточное условие (23). Это озна-

..- 
ъ lt,'vД,./-- \ /,r\ -t,___

чает, что колебателъная область расширяется, а
(а) фазовая траектория попадает в малую окрест-

ность стационарной точки типа центр. В этом слу-
чае аппарат совершает затухающие колеб ания.
Такой резонансньIй режим движения устойчив и
устоЙчиво движение системы по Ляпунову в малоЙ
окрестности стационарной точки (см. рис. бв).

Таким образом, проведенньIе расчеты пока-
зывают, (ITO при анализе нелинейных резонансов
следует проводить исследование устойчивости
как самого резонанса, ,гак и устойчивост[I по Ля-
пунову в окрестtIости стационарной точки, по-
сколъку из устойчивости резонанса не следует ус-
тойчивости по Ляпунову инаоборот (рис. баи бб).
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0.z
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_0.6

1.0
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_0.5

_ 1.0

2|
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4.
Рис. б

ся внутри сепаратрисы в пределах области коле- 5.
бателъного движения. При этом аппарат совер-
шает колебания с возрастающей амплитудой.
Такой резонанснъlй режим движения устойчив.
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Analysis of Nonlinear Resonances While Spacecraft Descending in Аtmоsрhеге

Y.S. Aslanov and S.Y. Mjasnikov
Samara State Деrоsрасе Llttiyersity, Moskovsktle sh., 34, Samara,443086 Rи.s.sjс

Uncontrolled motion about the mass centre of ап аsуmmеtriс spacecraft while descending in а planet atmo-
splrere is considered in попliпеаr statement. Investigation of stability of попliпеаr rеsопапсеs and Ljapunov's
stability of system's motion in neighbourhood of stationary point uпdег iпfluепсе of small disturbances is саr-
ried оut оп the basis ofpartially ачегаgеd syýtem. Necessary апd sцfficient conditions ofboth considered sta-
bility kinds аrе derived. Оп the basis of пumеriсаl example it is shown, that motion stability in neighbourhood
of stationary point does not follow fгоm rеsопапсе stability, and vice чеrsа.
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