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НЕЛИНЕЙНОЕ РЕВОНАНСНОЕ ДВИЖЕНИЕ АСИММЕТРИЧНОГО
КОСМИЧЕСКОГО АППАРАТА В АТМОСФЕРЕ

Рассматриваются в нелиuейноf,л постановке резоЕаЕсIIые режимы
простраЕствеЕIIого движеЕия асимметричЕого КА при спуске в атмосфе-
ре. fIредполагается, что угдовая скорость собственпого вращения КА в
средЕем Еа периоде колебация угла атаки не обращается в Еуль. Исхол-
Еая система уравнепиt движеЕия КА приведена к системе с двумя вра-
щающимися фазами. В резонанснолI слJлIае trолучеЕа осредIIеЕЕая си-
стема уравнений движения.,Щля производьЕых rrространствеIIЕых углов
атаки сЕG (0, п) цайдеЕо условие возЕикIIовеЕия главЕоIо резоЕаЕса, по-
I(азаЕо, что из него вытекают известЕые резоffаЕсЕые соотЕоIпеЕия,
полJrчеЕIIые для малых углов атаки. 3аписаны условия существования
устойчивого резоЕаIIса, изучеЕо поведеЕие КА в резонансной области,
а также определеЕы условия захвата КА в резонанспый режим. На шри-
мере асимметрип КА, обусловленной смещением цеЕтра масс с геометрп-
ческой оси симметрпи, показаЕа возможЕость проведеЕия аЕалитического
исследоваЕия движеЕия КА в резонансной обдастr,

Малая иЕерционно-аэродинамическая асIIмметрия вызывает возIlикно-
вение резоЕаЕсных явлеIIий, которые существеIIно изменяют характер дви-
жеЕия КА вокруr щеIIтра масс при спуске в атмосфере. Выполrrить шолный
нелинейный анализ дви;кения КА с асимметрией из-за сложЕости урав-
нений дви}кения Ее представляется возмо}кЕым, rrоэтому исшользуют, как
правило, те или ипые упрощения задачи. Общеприттятыми являются два
подхода: линеариsация уравIIений движения [1, 2] и рассмотрение ква-
зистатических режимов, в которых подагают, что КА в своем движениr
вокруг центра масс совершает только (медленно.е> движение [1].

Настоящая статья посвящена нелинейному аЕализу движения асим-
метричЕых КА в резонансной области. Отраrrичения па компоненты угло-
вой скорости и велиЕIину простраЕственного угла атаки не накдадываются.
Из рассмотрения исключается случай колебательЕого дви?тtения КА шо

углу собствеЕIIого вращения 9.
1. Полные уравнеция движеЕия КА с тчrалой асимметриеЙ rrлrеют вид,

[1, 3]:
d,*F (с, z) :вФ" (с, 9, z) ,

Ф:RlI"- (G-л cos cu) cos cr/sin' а:Ф, (с, z),
(t)

i:хФ"(о, Q, ,),
F (а, z): (G-Л cos а) (Л-G cos сr)/sin' а-М"(а, z) lIo.

3десь сr - пространственный угол атаки, Q - уIол собствеIrЕого враще-
ния; Д:l*со*, G:ft cos cu* (оо sin Q*со" cos g) sin cr - с точностью до мЕо}Itи-
теля проекции вектора кинетIIческого момента IIа геометрическую ось.
симметрии КА и вектор скорости Vi М"(а, "):m(a)sSL- восстаIIавли-
вающий аэродинамический момент; ":{R, G, V,0, h,...| -вектор мед-
лецЕо меЕяющихся футrкций;0, h- соответственно уIол Еаклона траекто-
рии и высота поJIета; q - скоростЕой Еапор, S - площадь миделевоIо се-
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7

чения, Д - характершый разlIер КА; t:1-|Ini I", Io, I"- цецтрадьЕые
.момеIIты ицерции; е - малый цараIIетр.

Функции Фо(сr, 9, z), Ф,(а, 9, z) определяются соотношеЕиями, при-
.ведеЕными в [3]. Отметим од{ну uх особеrrlrость - опи являются периоди-
ческими фупкциями шеремеrrной tp периода 2л.

Малую инерциошЕо-аэродиЕапIическую асIIмметрIIю будем оuределять:
безразмерной разностью rIопереаIIIых моментов цIrерции, безразмерЕыми
центробежными момеIIтамII инерцIIи, смещением центра масс КА от гео-
метрической оси симметриII ш-малым возмущающим аэродиЕамическим
MoMeнTolvt Г3].

Уравнения
Еой системы.
вO3мущешного

(1) ошисываIот квазI{консерватI,IвIIое дви;+iение колебатель-
Прrп t -0 систе}Iа ( 1) сводится к одно},Iу уравнению не-
дви}кения вида

й+Л (") -0.
Это уравлrеtrие имеет периодцческIIе решеншя, црIIчем на одном rrерио-

де колебания имеется олип максим}]!I 0:с[1 и одиш III1нимум @:dу
Введем в рассмотрение IIовую перемеIIЕую - фаrу колебания угла

атакtr
y:ol (l-ro) ,

гле fo - IIРои3вольЕая IIостояЕIIая,
Множитель rо выбран таким образом, чтобы общее решецие уравЕеЕия

(2) было trериодцческой функцией переп,rенной у периода 2л.
В соответствии с процедурой, предложенrrой в [4], замеrrим первое

уравцеtrие второго порядка в исходной систепIе (t) на два дифференци-
альЕых уравIIеЕия для амцлитуды и фазы колебания:

u,:ffi[*"u-*, (У#О - u'!u:'U 
)]: "О",tи,р.dl,z),

(2)

(3)

(4)

i:еФ"(у, ср, al, z),

зj:со (cl, z) -e2лsign (ci) Ф 
" *( + j # ) 

:.o (cur, z) * ьY (у,q, c[r, z),

Ф:Ф, (у, oLtl z) .

,3десь W (d, z): J F (а, z) da, ф-*У 2(W (crr, z) -W (d, z)) , т-rТ*"оо/ l аl .

fIравые части уравнеrrий (3) являются периодическими функциями
<<быстрых> перемецЕых и и 9 с одинаковым периодом 2rт, эти функции за-
Rисят также от вектора медлеппых шеременных z:{ar, R, G, V,0, h,...}.

Переменная у представляет собой быстро вращающуюся фазу [а], Бу-
дем рассматривать случай двиЕ(еIIия, когда угол собственного вращеЕия
9 то}fiе является быстро враrцающейся фазой. Ураввение для уIла собст-
веЕЕого вращеЕия физически Ее содер}кит малого пара}Iетра и относится
к классу уравнений, рассмотреЕных в [5]. Приведем его к виду

(p-fr (, ) + 8L (а, z) ,

гце x,(z) : *Г*, fu, ") 
dy, sL (у, z):Ф, (у, ,) - *Г *, fu, ,) d,y.

С учетом соотЕошеЕия (4) система уравнеЕий (3) может быть сведена
к системе с двумя вращающимися фазами

i-еФ,(а, Q, z),,
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(5}
i:a(z)lBY (у, ср, z|, p:ft(z) *aL(y, z),

где а:{а,, R, G, q, . . .|.
2. Условие главЕого резоЕанса для системы (5) имеет вид

ol (а) :i" (а). (6)

Найдем соответствующие выраЕiеЕия для шравой и левой частей атого
условия и покажем, что ив него вытекают известЕые резонаЕсные соот-

cL и запишем решение урав_
ношения для малых углов атаки.

Рассмотрим КА, лля которого М о(") ^,sin
нения невозI\tущенного /цви}ке ния в виде t3]

cos а-Асп,[" (+* r) ,k] *r,,

Iде cn LJ - эллцtrтический косиЕус; у:о (C-fo), а:лРl2К, 9:/qg, lt:
:'[ТЙ, /:cos at, €:-Mo"lI"; K(k) - полтrый эллиптический интеIрал
I рода, М *" :0М *l 0а| с:о,

ц:"| 1-2(аr-Ь) l (-r')+[ (a-br) l (L-r")7",

A:\-r- (а-Ьr) l (1-u"), а:(R'+G") l49, b:RGl2s.
Среднюю частоту вращения }"(z) уrла q можЕо trолучить, подставив

решение (7) во второе уравIIеЕие системы (1) и взяв квадратуру. В ре-
зультате условие главного резонаЕса (6) примет вид

tб ]

(7)

(в)

(9)

( tUl

( 11)

*:л(+) * #t (ft-G)п,п,-(ft+G)п,п"),

где Пr:П (k, пr), Пr:П (k, п") - шолЕые эллиптические LIFIтегралы
III рода; п,:А|(L-r--А), п":-Д| (L+r+А) .

Щля мальтх углов атаки вырая{епие для левой и правой частей соотIIо-
шеЕия (В) запишем сJIедуIощим образом:

(,)жzу п{1+-м,цо,

Х"жR (IlI "-' l 
") 

*sigrr (ft- G)'| R'l4-IW о" l I о.

Пр, sign(a-G):+1 имеем условие резонанса шо крену

0)**жl -M""l (Io-I*),

а при sign (Л-.G) -- t
ского резонанса t7]

шолучим }rсловие так Еазываемото субгармоIIIIче-

а** ж3,| -М "" l 
(I-2I 

") 
(/"+/r) . ( t2)

Численные расчеты, проведеЕные по формулам (В), (11), (12), под-
тверждают справедливость выполненных тrреобразований.

3. В нерезоЕаЕсЕом сл)цае осредпение системы (5) можно проводить
Еезависимо по обеим <быстрым> переменным [4], и в trервом приближе-
Еии малая асимметрия не будет оказывать влияЕие IIа дви}кение КА во-
круг цеЕтра масс.

В околорезонансной области

со (z) -}. (z):O (в), (13)

для построеЕия осредненЕых уравнений сделаем в системе (5) замену пе-
ремеЕЕых q:у,-r, а аатем проведем осреднение по едиIIственной быстрой
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,IIepeMeHHoLi а ,:

й-Ао (r) + + J Y (у, х, z) dy :
Zп0

2л
л

- Aol (а) *еУ (*, ,) , i: + J Ф, ( U,, х, z) da-E Ф" ( %, z) ,2п0

где Ac,l (r) :о (z) -}" (z) - ревонаЕсная расстройка.
В силу I1сходных уравrтений правые части полученной сцстемы явля-

ются периодическими фупкциями переменrrой х периода 2п.
Замеiим, что система (14) сшраведлива как для резоIIаЕсЕого случая,

так и для Ееревонансного, отличие заклюаIается лишь в том, что сдвиг

фаз х,-у-ч в IIервом случае -
((медлеIIIIая )) шеременtIая, а во

u,h,f/c zpal

второ1\[ - кбыстрая)).
brry.rlll\,I в IIервом ypaB}IeH}lIT lZ

,системы (L4) члеrr шервого шо,

рядка малости (.*. t1] ) . Егс
влIIяние будет учте}Iо шри 3.II&"

JIIIзе устоilаIивости резонаIтсIIо-
го ре}киNtа. В рез}rльтате IIо-
луtIим

й-Асо (r),

i-B Ф, (х, z) .

( t4)

6

ц

0 /0 Z0 J0 ц0 50 t,c

(15) Рис. t. Щва тиIIа резонаЕIсных случаев: сIIлош-
IIая линия - dь 0), fu - (шроходD через резо-
нанс; штриховая - d,b (D, I - захват в ре-

( 17)

lZ0

80

ц0

Разллrчают два тиIIа IIоведе-
ния КА в околорезонансной об-
ласти: (проходD через резонаЕIс, когда резонаЕсное соотЕошение (13) вы-
IIодцяется кратковреilIеЕно, и захват в резоIIаЕс, IIри котором ге99паl9уlтg
режиil,l существуеТ в течение длительЕоГо промежуТка времени bt:O(1|e)
(рис. 1). Траекrорrи, представлеIIные на рис. 1, соответствуют движению
типотетического КА с параметрами:

cuo:O, o*:c*Sl2m:0,001 тпr,/кг; zr:0,02, !т:0, Zr:0,0005, IJI:9:6^l
(16)

I :Ig:I z:LO кг,м', I*u:I,":Io.:O, m"о'":rпо,6v:7п;":Q,

шри следующих Еачальных условиях:

сfg:60О, фо:0, До:6 с-', Go:3 с-,,

Vо:7000 м/с, 0о:--7,5о, ho:60 кМ.

Здесь обозначеЕия совtrадают с приIIятыми в [{, 3]. Траектории раз-
личаются лишь ЕачадьIтыми значениями yIJIa собствеrrного вращеЕия
(qlo:Oo, 1з5,), что соответствует, естествеЕпо, и различным зЕачениям

"дiur.^'Фu, 
х:у-, в момент выполпепия резоЕаIIс}Iото соотЕошения (13).

На восfодЯщеfr uer"' кривой скоростпого напора (d>0) осуществляется
(trроходD через ревоЕанс обеих траеrtторий, на нисходящей ветвч скоро-

"rioro'r^oofr" 
(С<О) имеем шри-сро=Od- <iпроход>, а lтри р9:1З5О-за-

хват В резоЕанс. Захват в резоIIаЕс в данЕом случае 11риводит к зЕачи,
тельно1\{у увеличению угла атаки в коЕце траекториш.

При-зiхвате в резоIIаЕс paccTpoiiKa до(z) квазипериодически изме-
Еяется во времеЕи. Этому случаю будут соотв,етствовать.,цери9дическио
решениЯ уравIIениЯ ЕевозмущеЕIIото движепия системы (t5). Щля отыс-
каЕиЯ такиХ решепиЙ воспользуемся методом фазовой плоскости [В]. Про-
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|, I

|,0

Л, c|z

0,9

0,0

0,7

0

й, с

а в точке x,-Xj* - усто

Критическое значе
траекторию, являющу}

Следовательно, зах
резонансного соотнош
(уtr*, %n) . ГIравая грани

Проrtедура нахо}fiд(
дующем. В момент вь
ные корFIи уравнения (

в соответствии с ]

поло}кения равновесия
рых реализуются IIери(
хват в резонанс.

Вогrрос о том, наск
ляет область захвата ]
тотII{ости полученных ]

рых были оrrущеIIы чле
Неравенство (21) ivr

шараметров КА (как в
тIальных условий двиi{t
ный_ резонансный режи

4. ГIриведем шриме
смотрим дви}кение гип
сутствует, нормальная
щиональны соответстве
смещением центра мас

"0). 
Будем полагать, ч

щие только в плоскос1
ей першендик}rлярной
части системы (1) заIIи

Фо:/., cos Ф cos tр-

где ДожZ"qS L l I,, Дож -':мадых значений модул
венно ушрощается:

где а- (r*il 12, Ь:- (f
ний о и?ч оIIределяются

Если решение шороj
мену trервого уравнени,
плитуды /:coS cEr и фаз
извольных шостоянных

о

a _*,
L

--Li

-| п 11l/Z Zп 7lt

0,0

0, Z

0

-0,Z

-0,6

гле

Prrc. Z Рис. 3

Ршс. 2. Фазовые траекторпи

Рис. 3. Влияrrие аэродипа1\,Irrческого демпфироватшя (m':mf,u:^f,P "u условия
(вахвата) ItA в резопаттсrrый режим

а: 1- 0,0; 2 - -0,010; 
'-r-9,9Ъ:ьЯ;1,9Ъ:ь$;, 

j,9Ъlьfr, 
;..,040; 

бz 1- 0,0; 2 - -0,t0;

дифференцируем первое..уравЕение системы (15) по времени

x:Q (х, z), i:еФ"(п, 
"),

где Q (lt,z):ff аr(z)):} tO, (z))Ф"(х,z)- периодическая фуrrкция

шеремешuой х периода 2л.
Запишем для цол5гчеgной системы порождающее уравIIение

;_.Q(,.),
и соответствующий интеграл энергии

*z

;+ II(и):Е,

п(х): - J Qfu)dx.

( 1в)

( 19)

Щля ошределенЕости будем полагать, что сцстема (18) имеет два по-
лоЕ{еЕия равЕовесия (две стационарные точки) ,li'u, xi*, которые являются
корЕями уравIIеЕия

Q @-):0.

бж2Г

t
т

В силу trериодичЕости функции Q(x) число корней всегда четное.
В точке у:уо* имеем пеустойчивое поло}ltение равIIовесия (рис. 2}

aQI^+l >0,
0l< | x:x*i Здеgь А- (а*аоо-фчd*l

: [ (а"а*о-ОLхdаr) Б*оrсr,
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а в точке x,-Ttrj* - устойчивое
0QIъ l <0.
0 Х | ,:**,

Критическое зшачение шолной энергии Е:Е,
траекторию, являющ}rюся сепаратрисой.

СледовательЕо, захват в резонанс имеет место,,если при выполнении
р,езонаЕсного соотношения (6) сдвиг фаз х принадлежит иIIтервалу
(xi, хо). Правая граЕица указаЕЕого иЕтервала определяется ив уравЕеIIия

П (х,) -дf:0.
Процедура нахождения условий sахвата в резонаЕс заключается в сле-

дующем. В момецт выполЕения условия (6) ошределяются действитель-
ные корни уравIтеЕия (19), которые будут существовать, если

-:* Q fu,r) Чп Q (х,,) <0.

В соответствии с HepaBeIIcTBo}I (20) выделяются точки устойчивого
подожения равновесия x:xj* и интервалы сдвига фаз (х'-, х;), в кото-
рых реаливуются периодические решения уравнения (18), а зцачит, и ва-
хват в резоЕаIIс.

Вогrрос о To}I, насколько точЕо интервал сдвиIа фаз (хt-, х;) опреде-
ляет область захвата устойчивоi,i особой To.rKoli }4;*, свяван с вопросом о
тотIшости цолучеIIЕых выше осредненЕых соотношений, при выводе кото-
рых были оtrущепы члепы порядка О(е') и выше.

Неравенство (21) }IoжHo трактовать как некоторую область D(ý*6ý,a.)
параметров КА (как номинальных ý, так и мадых отклотrеrrлrй 6ý) и ва-
чальЕых условий двиifiения Zo, при которых может существовать длитель-
ный резонансный режим.

4. Приведем пример исrrользоваЕия llолуqgg""rх соотношений. Рас-
смотрим движеЕие гиrтотетического КА, у которого подъе}Iная сила от-
сутствует, IIормальцая и таЕгенциальная аэродицамические силы пропор-
циоЕальны соответственно sin сс и cos ct,; малая асимметрия определяется
смещением цеIIтра масс с теометрическоil оси симметрии КЬ (Zr:zrlL#
*0). Будем шолагать, что малый демпфирующий момент имеет составляю-
щие только в плоскости простраIIствеIIного угла атаки и в IIлоскости,
ей першендикулярной (пlо.'ч, m",d"#O) (см. [1]). В этом случае правые
части системы ({) зашишутся в виде ([3])

Ф":1" cos ct cos g-6*с, Фв:.А" sin cu sin g, Фс:6с (Д cos о-G),
тде Д oxZ, qS L l I, А *ж -V rqS L I I, бо: - rп 

""d" 
qS L" I V I, бg: - m,r^6 о qS L" I V I . Щля

малых значений модуля эллиIIтических функций fr решение (7) сущест-
веЕЦо Уtrрощается' 

"os 
аэс*Ь cos и,

где o:(x*t)|2, 6:-(t-u)12, x:cosсr,, f:cos d2, !:ot. Частоты кодеба-
ний о и i, определяются формуламш

Фж2| -мо" l I, ?чжR(|lI "-0,5) +,| -Mo"l I. (22)

Если решеЕие trоролtдающего уравЕения известцо, то проиввести ва-
меЕу первого уравЕения исходtrой системы (t) на два уравЕеIIия для ам-
плитуды r:cos а, и фазы U:at удобнее с цомощью метода вариации trро-
иавольЕых постояIIЕых (схема Ван дер Поля [8]):

Е

т (Фосо*Е,), i:а (Фос**Еr).

(20)

определяет фазовую

(2t)

о

fi--

3десь Ь: (a,aoo-dad,y) {i-ro,.d.nz, gr:f (a"aau-an.a,n) co-ol,cq'] Ф,, Еr:: f (а "а-- a"cug" ) о * о,а .- Ф.d,J Ф 
" 
; нижний иЕдекс озЕачает ошерацию диф-

t
-l-

^

4lз



ференцироваIIия
Осредненную

3десь

шо указанной шеременной (rа исключением
систехлу (L4) зашишем в виде

й-Ао *Во cos и, i:Д*+В*siп х,

R:B *sin и, G:до.

Фо и Фr).

+
L-a*'ll (L-a)"-b'

в" : - fiff{^"f <,"-^1 t, * # unu", "\*

l AobaLoQo-I")*U 1r,-r,; 1 },

fr ":/'qS LH / I, U, : ffff {,4.1ооJ,+ (а"Ь* оЬ *) I 
"+ 

ЬЬ 
"I 

з! +

* о"+(/.-/,) },

.-:#, ь*:#, ь:$,
u :J-"J 

"o"y,|1-1o+b"o"ffd,y, 
r,:L"j -:!rP, t;:о,зl.2n"o 2п ""'| 1-(а*Ь cos у)'

Фупкция Q, как следует из (22), зависит от медлеЕЕых церемеЕIIых
q И R: 

Q (х, q,л):Qo*Q, sin и,

где Qo :Ро, Q1:-ZTqSLLT- 
I-) U. Стациоварные тоIтки х;-, хз* опре-

4q '' 2I"

деляются формулой

rn,i: Arcsin (-Q,/8, ) -Arcsr" ( #

+

(2-I -)Z,
Критическое зЕачение полной эЕергии Дj равно (рис, 2)

Дr-:П(хr-),
где П (и) --Qox*Qr cos 2t.

Условие существоваIIия стационарЕых точек (21) в даIIЕом сдучае
(уrол собствеIIноr,о вращеЕия ср - <быстрая>> фаза, Ф-О(1)) зашишется в
виде Q''-Q,'{O или

J , Ас:uо (fiо-G),

(23)

Отсюда получим выражение для критического зЕачеЕия асимметрии

z,,,n:tr -Й-.ч I I d I I J Q- I 
") 

q" S L н .

Условие захвата (23) имеет структурIIое сходство с соотIIошеЕием, по-
лучеЕЕым В. А. Ярошевским для сл}FIая, когда уIол собственного вра-
щеЕия - (медлеЕная> фаза (ф-О(е)) (сr. [1], формула (23.15)). Усло-
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вие, подобЕое (23), получецо также и в работе А. А. Шилова и М. Г. Го-
мана [2] в trредIIоложении, что I1ачальный угол атаки равеII цулю и
<быстрое> движецие пе возбуждено.

Щля гипотетического КА с параметрами (16) и начальЕымц условия-
ми (17) исследовалось влияцие аародиIIамическоIо демпфирования (zn':
:пLgоБо:m"Р) Еа область захвата устойчивой особой точкой и;-. Резуль-
таты расчетов показывают (рис. 3), что с увеличеЕием аэродицамическо-
го демпфироваЕия lz' интервал захI}ата (xi, хr) сужается, следовательно,
вероятIIость захвата КА в устойчивый резоцаЕс (6) уменьшается. При
rп':-0,04 захват вообще отсутствует и условие существования устоi.iчи-
BoIo резонашса (21) не выполЕяется.

Следует отметить, что подобrrый анализ можЕо tIровести для любой
асимметрии, а также для любых ее сочетаний. Однако uри построении
осреднеIIных уравнеIrий желательцо иметь ToTIHoe или шриближешное ре-
шение уравIIения невозмущеЕного лRижеrrия. Щля КА сферической фор-
мы или близкой к ней можIIо использовать точное решеЕие (7) и при-
ближепные, полученшые на его основе. Щля КА, имеющих помимо балан-
сировочIIых положений с:0, л и друIие балансировочные положеЕия,
моIIеIIтIIая характерIrстика может быть задана в виле rn"(a):a,sina*
*а, sin 2сr. Тогда в качестI]е поро}кдающеIо решения можцо использовать
следующее:

Р, (z) *В, (z) sn'[ со (t-t,) , kJ_
Р, (z) *Р. (z) sn'[о (t-t) ,lýl'

гле SnD- эллиптический синус, ft - модулr, эллиштической функции;
P,(z), Pr(z), P,(z), 0.(z) - произвольпые фушкции.

Если решение уравIIешия IIевоз}.IущенЕого движеЕия rrаiiти не пред-
ставдяется возможным, исследованлIе нелиЕейrrых резонансных режимов
по IIзложеIтrrой методике может быть проведеЕо числеЕIlо.

Авторы выраяtают благодарность А. А. Шилову за полезное обсуrкде-
ние работы и ряд ценных замечаний.
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