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ДВА ВИДА НЕЛИНЕИНОГО РЕЗОIIАНСIIОГО ДВИЖЕIIИЯ
АСИММЕТРИЧНОГО КА В АТМОСФЕРЕ

В нелинейной постановке рассматривается движеЕие вокруг центра
масс КА с малой асимметрией при спуске в атмосфере. Выделево ра
возможных вида резоЕаIIсЕого движеЕия: ревонаЕс креЕа и вращатедь-
ный резонанс [1]. Выписаны усредЕеIIЕые уравЕепия, найдены необхо-
димые и достаточЕые условия с)rпIествоваЕия устойчивого резоЕанса.
Получены соотЕошения для критIIческих параметров асимметрии, trрп ко-
торых происходит захват в резоЕаЕс.

Неточцость ивготовлеЕия КА, мадая несимметрия формы, вызваIIная
конструктивными особенностями, и обгар теплозащитного покрытия при-
водят к появлению малой инерциоЕIIо-аэродиЕамической асимметрцп. Дu"-
жение КА вокруг центра масс в этом случае можЕо описать с помощью
пространствеIIного угла атаки (нутации) с, и угла собствевного враще-
Еия Q. Частотьт колебания (или вращения) атих углов IIри спуске измеЕя-
ются медленЕо и возможЕые резонаЕсы, особецЕо устойчивые, могут при-
вести к существенIIому искажению характера движения. Линейпому анализу
резоЕансЕых режимов IIосвящены работы В. А. Ярошевского, А. А. Ши-
лова, }I. Г. Гомана и др. В нелинейной шостаIIовке при исследоваЕии резо-
ЕаЕса исflользовался квазистатический подход [2] в предположеЕди, что
ЕутациоЕIIые колебания не возбуждеЕы и угOл атаки меЕяется медлеЕЕо., 1. УравнеЕия движения КА с малой асимметрией имеют вид [2, 3]

сi*Д(с, z):еФ*(с, ср, а) , Ф:Rlj*- (G-Д cos с) cos a/sin'а:Фr(с, z),
ф:(G-Л cos а)/siп'с:Ф,э (а, z), 2:еФ"(с, 9, z), ({)
F (а, z): (G-Л cos а) (Л-G cos а) /sin8 d-Мо(q, z) ,

где ф - угол прецессии; R, G .- с точItостьIо до ]чIножителя проекции ки-
нетического момента IIа ось вращеIIия ItA и вектор скорости V, M"(a,z) -
восстанавливающлrлi момеIIт, ":{R, G, q....} - вектор медленЕо меняю-
щихся шараметров, 8 - малый параметр; q:pv'12 - скоростной нашор,
r*:t*llo, l*, lo - погrеречный и продOльЕые моменты инерции, Ф" - перио-
дическиефункциисrиQ.

Пусть имеет illecTo малая асимметрия КА: An: (I"-tg)|In - бевразмер-
ная разность поперечIIых моментов инерцип, r"o:I*o|lo, r*":I,"|lo- без-
размерные центробежrrые моменты инерции, (y"*z,')''"- отцосительное
смеще}Iие центра масс КА 0т оси симметрии, m*п*m"Р Sin с[ cos tp, fflyo1 ffl2o -безразмерные компоЕенты малого возмущающего аэродиЕамического мо-
мента. Вектор асимметрии равен

Е-tАr, j*o, l*r, аrr 7'", rп*F, 7тLуqэ шg0l mr.). (2)

Уравнения (1) не зависят от угла прецессиII rb, поэтому киЕIематиче-
ское уравнеIIие для угла прецессии рассматривать не будем. С помощью
известгтой процедуры (см., например, [4]) замеrrим первое уравЕеIIие си-
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стемы (1) Еа
!:Ф (r-r0). Ml
цри Е_евозмущ
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i:еФ, 
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- период колеба
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У и 9, которые в
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где sP(



стемы (1) на два уравIIеЕия первого порядка дJIя амплдтуды r и фааы
у:о(r-rо). Множитель ol выберем так, чтобш общее решецие оистемш (1)
цри ЕевозIлущеrrЕом движеЕдц (е:0) было 2п-периодической фупкци-
ей у. В ревультате подучим

i - _ #ta.* -(aw!9*) _ 
#)Ф,] : еФ,(у, Q, х, z),

i:еФ"(у, ч, t, z), i-a(x, z)*eY(y, *, 1li], ф:Ф,(у, r, z), (3)

где eY(y,9,r,z):2пsign "r]*(+J #)],
W,(a): Jot*l dq, d,-*|2[W (а*"") -W7, т:2Т'9, lel@mln '

- 
цериод колебания угла атакиl сf,miпr с!mах - миЕимальный и максималь-

ный углы атаки.
Правые части уравненпй (3) - периодические функции цеременЕых

! и 9, которые в силу уравнепий (1) (см. [3]) по перемепной 9 имеют
период 2п п для асимметрии вида (2) определяются соотIlошениями:

Ф*:Ко**До"+(К,"+Д,')siп ср*(Кr"*Дr')соs Q*Кr" sin 2q*,Lr* cos 2q,
Ф":/{о"t(К,л*.L,а)siп cp*(KrR*Lr")cos 9*Кr" sin 2q*Дr* cos 2ср,

(4)
Фо:КоС*Loc+(K,G+r,')sin ср*(К2G*L"n)cos cptKrc sin 29*Д.С cos 2q,-

Фп:Коп,

тце Ki(a), r:Q) -соответственЕо четные и нечетцые 2п-rrерподичеокио
функции у (i:0, 7, 2,3; z:r, R, G, q).

Щве быстрые перемеЕные в правых частях системы (3) приводят к
возможЕости появлеЕия гrелитrейных резоЕаЕоов. Если в уравЕеЕии для
изменеЕия фазы у явным образом содержится частота c,l(z), io для фазы g
можЕо говорить лишь о средней частоте

й: *'!Ф,(а(и)) d,y. (5)

(6)

(7)

(8)

:

t-

rQ

)-

l)

Характер измеЕения угла собственЕого вращения может быть колеба-
тельным или вращательЕьтм. В первом случае аппарат колеблется отIIоси-
тельно плоскости угла атаки

$:о (r),

а во втором неIIрерывно IIовораувается в одтIом нашравлении

Ф-о( 1).

Будем рассматривать класс вращательных движеций, близкшх к рав-
номерЕому вращеЕию и имеюIцих также колебательный характер. Пусть
максимальЕое отклопецие от равЕомерЕого вращеЕия имеет порядок ма-
лости е. Тогда, объедиrrяя оба случая (6) и (7) , можно уравIIеЕие для
угла собствеЕIIого вращения представить в виде

ф:Ф(r)*еР(у,z),

I
е-

,Ю

и-

где sР ( у, z,):Ф, (у, r)- :4п
Ф* ( у, z) dy.
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При колебаниях и вращеЕии по Q могут возникнуть два типа пелиней-
пых peBoIIarTcoB (рис. 1): резонанс креца.или ((лунный> резонанс [2,5,6]

Ъ: eh(z)
и ВращателЬНый Pe'olra'c t 1] 

ъ*о (е) .

В околорезонацспой области имеют место либо прохождеЕие через
ревоЕаЕо, когда соотЕошеЕия (9) и (10) выполЕяются кратковременно,
либо <<захват)) в ревопанс (устойчивый резопанс), когда в течение дли-

fr"оr,Сmiп,

грпд

l20

l00 l,0

Рис. l
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тельЕого промежутка времеЕи выцолняются резоIIансfiше уGkповпя (9)
или (10).

Еслц восстанавливающий молтешт, действующий на ?tr\, прошорщионfl-
ден sin сg, то частоты о и $ оuределяются соотношениями [1];

(9)

( t0)

В резу"цьтате п
i:еФ. (9t, х) z)
ГДе Аш (z): mQ

Теперь шро
цоЙ у:

лде Y- I

2л !,

t,c

В силу исхоl
ми фу"кциями
ЕаЕс характериi
квазIIIIериоличес
tsонанса восполь
хо tsре]чIени шерв(

о:, (

В околорезонi
(14) имеет шоряд
ка nIaлocTII шо t
осредЕенную сист

В системе ( 15
HoM}r)) вреп{ени т=

d'x
й,

Про е -0 систе
движения

гДе_0 ( х) -2л-перIIс}'равнеЕие (tTl

,Щействительные

..Кривая энергети
ней мере один макс,
Ееустойчивого y:Ttz
траектории предстаI
чивой стационарной
периодические реше

,:#1lF'Y;L*(ff)" ,

Т:л( #l + h[ (д-G)z,п,* (д*G)zzп,J,

где g:-(dM"l)a|":o)|Io, A:coscfmirr-zr a:(R'+G')l4g, b:RGl2g, К::К(h), Пr-П(h, пr), Пr:П(fr, nr) -полные эллиптические иIIтефалыI
и III рода.

2. Рассмотрим околорезоцаЕсIlую область

mФ(r) -Ъ (z):O (, ) , ( 11)

(12)

а (dr'
2 \d, I

В силу периоди
чIтсло поло}кетlий ра

Iде fП - целые малые простые числа, прпчеМ zz:0 соответствует резонаFI-
су креЕа, rп:t - вращательЕому резоЕаIIсу.

Учитывая соотношения (В) и включив амцлитуду , в вектор медлеII-
ных перемеЕных z, вапишем (3) в виде стаЕдартffой системы о двумя вра-
щающимися фазами:

i-ЕФ"(а,9, z), i:a(z)*eY(a,, Q, z),,9++eP(a,, z),,

где z:{r,.R, G, Q,...}. Правые части системы (12) являются 2п-периоди-
чеокимц функциями бьтстрьтх перемеЕных у и 9.

Применим общепринятую процедуру [7] построен"я осредттенной си-
стемы в околорезонансцой области (11). В системе (12) сделаем замену-
переменЕых

х:mU-Q.
,r,

0ращаmельн ый

ре3Oнанс

ре30нOнс

.l
о 

-1,, Т''

крена

l5 7
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В результате получим систе}Iу с одной быстрой шеременrrой
i:sФ,(у, х, z), й:Асо (z)*e (rпY (у, х, z)-P (у, z)), gi:co (z)*BY (у, х, z),
где Aor (z):ma(z)_-otr) _ резоЕацсная расстройка.

Теперь цроцаведем усредцение по единственной быстрой церемеЕ-
шой у:

й:Аоl (а) *вУ (х, z) , i:s Ф, (х, z) ,

2л

,где Т -+Ir(y,x,,z)du,
LJ.J 

'J о

Ф,: 
ЫФ"( 

a,%,z)dU.

( 13)

( t5)

(17)

( 18)

( 19)

В силу цсходЕых уравнений |2, 3] Т и Ф" яв.цяlотся 2п-периодичеоки-
ми функциями перемецной х. <Захват> в резоЕанс или устойчивый резо-
ЕаЕс характеризуется тем, что расстройка частоты Acr и сдвиг фа, х
квазиперис)дцчески меняются во времеIJи. ,Щля изучепия устойчивости ре-
sоцаЕса восIIодьзуемся методом фазовой пдоскости. ПродиффереЕцируем
по времени цервое уравIIешие

(L4)

В окrrлорезонансной области (11) последЕее слагаемое в выражеции
(14) имеет trорядок е'. Оставляя в этом выражении члены первого поряд-
ка малости цо t и добавляя к Еему уравнения для вектора z, зашишем
осредЕенЕую оистему в вцде

il-"(*#-#) о "*t,(*у+ +Ф,)*gАо #

;-"(*+-#) О,, i-tФ".

В системе (15) щрейдем к rrовой независимой переменноI"I - (медлеЕ-
ному)) времени T:"|xt и представим систему (15) следующим образом:

#:(-*-#)Ф":Q(х,z), f:йа- (16)

При е:0 система (16) сводится к одЕому уравцению невовмущенЕого
движения

d"-, _о(х),,
dii - y \/

гле Q fu) -2п-периодическая футrкция ^а.

Уравнение (L7) доrrускает первый интеграл (интеграл энергии)

+ П (х) :Е,, где П (и): Qfu)dx.

В силу периодичЕости функццп Qfu) уравIIеЕие (17) имеет четIrое
число положетrий равновесия на rrериоде 2п:

Qfu")-0.
,Щействительные корни этого уравIIения существуют, если

mах Q min 8<0.

Кривая аЕергетического баланса П(и) па периоде 2п имеет по край-
пей мере одиЕ максимум и олиЕ миЕимум, которым соответствуют точки
неустойчиволо %:жz* ш устойчивоIо ?l:xt* равЕовесия (рис. 2). Фавовые
траектории представляют собой замкЕутые кривые в окрестIlости устой-
чивой стациоЕарЕой точки у:уr*. СледовательЕо, уравнение (t7) имеет
периодические решеЕия в случае, когда зашас полной энергии удовлетво-

-J+(#г
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2п

х; t

Рис. 2 Рис. 3

ряет условию Еz{Д{Д1. Это в свою очередь вовможно, если сдвuг фаз
х:rпа-ч в MoMeI]T Еаотуцления резоIIанса (11) будет приIrадлеЕiать от-
резку (рис. 2)

x"€,?c{Ttz*. (20)

Соотношения (19) и (20) можЕо трактовать соответстtsенцо как rrеоб-
ходимые и достаточные условия устойчивого резоЕаIIоа.

Вид функциш

Q0,,z):(**-#) .,

следующим обра

Q:Qo(z, 7п*о)

Причем коэффицr
тора малой асимм

Из (2З) следу
равновесия: два у:Х4- (prnc. З). Еа,
дви}кеЕием являе1
возникают период
достигЕет значени
с особой точкой те[Еr, EnJ .Ущест;
гаются одна седло

ИСКЛЮЧИМ IIЗ: (l,-l) llo п пре/{(

ГДе С:Уф, ltg
}Iеобходимое ycJ

обретает вид

Если условие (2'
дение через резонан
Еого влияния I{a j{I]j
зако}Iа}{ дви}кения о
соотношеЕии (24) п,
ров малой асимметри

3. Пусть КА иЙе
смешIеЕ с оси симмет
функ.tию (2I) ,, наiiдс
числим критическое
мула для средней ск(

ГДе 9: -md qS LlIo) mq
I]eIIHo характерная пл

СоотношенЙе (25)
му функция (2I) Ьrре

-;
ГДе Л: #nýsiпTl-ф?l Z

.,V - срелЕяя FIa пери0

ОкотrчательЕо функ
laq).E, Q,: -QФlаi)z,,

(21)

вависит от вида правых частей уравнений (3) . После замены р:пLу-1<,
осреднецие правых частей (4) по у дает

(22\Ф":Ko"*Kr'sin х*Кr" cos х*Кr'sin 2х,
2п 2п

где Ко" : +I *,, dy, К,," : *! (-K^"cos ma*Lr"sin mу) da,
Zп0

Ur." : +I (Кr" соs rпg* Lr" siп тпу) d,y,

;"

К"' : {l,',-*," соsпtу*L," silmy)ity.

Та_ким образом, сопоставляя соотЕошенuя (27) п (22), зашишем фу"к-
ц"ю Q, определяющую поведеЕие апtrарата в околорезонансной области,
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Положения равIlовесия и кривая энергетического баланса в околоре-
зонаIIсной области определяются формулами

xr, z*:arcsin(-Q,/Q,), П (r) :-Qrx*Q, cos х.

.В точке устойчивого равIIовесия

!9| < 0.jц l ,:",,
Условия ((вахвата)) в peBoEaTIc (t9) зашишутся в виде

(26)

Отсюда цолучи$r выраженця для критического зIIачения асимметрид

пъ"Slsl=*- _.
N|(2/I"-L)! R'+4g - Rl

Можrrо пOказать, что соотЕошеЕие (26) совпадает с условием устой-
чивости ревоIIанса крена, получеII}IоI,о в [6].

В закдючение следует сделать два аамечания.
Во-первых, апалитические соотItошения, подобные (26), можно полу-

чить лишь в отдедьных простыli случаях. В общем нелинейном случае
цредложеЕrлылi алгоритм может быть реализоваII только численЕо. Во-
вторых? соотношеIIия для вращательного резоIIаЕса были получеЕы IIри
допущеЕии, что КА совершает движение, близкое к равномерIIому вра-
щению (см. (8)). Однако мЕогочисленные расчеты показали, что предло-
женrrый алгоритм сохраняет работосцособность и при IIевыполtrении усло-
вия (В), а также Еа переходЕых режимах-переход вращения в колеба-
Еия lI lлаоборот.

Автор выражает благодарпость Ю. А. Садову ва полезIIое обсуждение
работы и ряд ценЕых замечаr,rий.
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