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ИНТЕ,ГРЛЛ ДЕЙСТВИЯ ПРИ ДВИЖЕ,НИИ ТВЕРДОГО ТЕЛА
В ОБОБШЕННОМ СЛУЧАЕ ЛАГРЛНЖЛ

Под обобщенным случаем Лагранжа в данной работе понимается движение осесим-
метриtIного твердого тела под действием медленно меняющихся во времени бигар-

монического нутационного момента. который IlMeeT вид неtIетного ряда Фурье по углу
нутации с двумя первыми гармониками, и малых возмущающих моментов. На clcHoBe
анализа фазовых портретов установлены особенности движения, для всех возможных
случаев движения получены аналитические формулы для интеграла действия, выраженные
через полные эллиптические интегралы. На основе полученных аналитических формул
предложена процедура анализа переходных режимов возмущенного движения. Рассмотрен
пример исследования переходных режимов ппоского движения тела, в котором вращатель-
ное движение переходит в одно из возможных колебательных движений. Определен момент
перехода через сепаратрису, граничные условия дви)<ения и вероятность попадания в ту
ил!I ину}о колебательную область.

1. Уравпенпя двцженпя. Бигармоrrшческпй н5ruацпоrrный момент. Рассмотрим возму-
щенное движение свободного твердого тела, близкого к динамически симметричному,
относительно системы координат, которая имеет наtIало в центре масс тела и

движется поступательно. Уравнения движения имеют вид

р + (р - |)qr = mg(O,z)cosg+ Eml(p,q,r,ty,0,9,z)

Q + Q - 1t ) pr = -,?t0 (0, z) siп 9 + tпlz( р,4, r, ty, 0, 9, z)

p"i = Еmз(р,q,r,rу,0,9,z), ф = (psinQ+ 4cosq)/sin0

= pcos9-qsin9

- r -(psin9+qcosa)//80, i = еФ.(0,z) (1.1)

Здесь динамические уравнения Эйлера записаны в проекциях на главные оси
инерции тела; lr, {, r - проекции вектора угловой скорости на эти оси; \и,0, tр - углы
Эйлера (угол прецессии, угол нутации, угол собственного вращения); z - вектор
медленных переменных (к их числу могут отЕоситься, например, параметры движениrI
центра масс); Р = СlД - отношение экваториального и осевого моментов инерции тела
относительно центра Macci /rl9 - внешний момент, действующий в плоскости угла
нутации, отнесенный к экваториальному моменту инерции; Еm; (i = 1,2, З) - проекции
вектора возмущаюцlих моментов на главные оси иЕерции тела, отнесенные к
экваториальному моменту инерции; t - малый параметр, характеризующий величину
возмущений.

ПУсть Величина внешнего момента определяется бигармони.lеской зависимостью от
угла нутации

mg(O,z)=a(z)sin0+b(z)sin20 (1.2)
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где c(z), b(z) - медленно меняющиеся коэффициенты, на зЕаки которых никаких ог-
раничений не накпадывается (нутационный момент I??9 мох<9т быть как опрокиды-
вающим, так и восстанавливающим).

Под обобщенным случаем Лагранжа будем понимать движение твердого тела под
деЙствием медленно меняющихся во времени нутационного момента (1.2) и малых
возмущающих моментов. При Ь =О,а >0 ие = 0 имеет место дви)<ение тяжелого
тВердого тела в случае Лагранжа в классическоЙ постановке [l]. Исследованию дви-
жения тяжелого твердого тела под действием дополнительt{ых малых возмущающих
моментов посвящена работа [2]. Предлагаемый обобщенный случай характерен для
ряда практических задач, одна из которых рассмотрена в [3]. В [3,4] получено общее
решение уравнений движения для невозмущенного случая (€ = 0), построены
усредненные движения при действии малых диссипативных моментов, а такr<е ис-
следованы переходные рея(имы на основе анализа эволюций фазовых портретов
системы.

Щанная работа посвящена нахождению аналитических выражений для интеграла
действия [5] в обобщенном случае Лагранжа, которые эффективно могут быть ис-
пользованы для анализа возмущеного движения тела [б, 7].

Система (1.1) в невозмущенном двих<ении (€ = 0) имеет три первых интеграла [3]:

G=(psin9+qcos<p)sin0+prcos0, R=Fr (1.3)

E=0,5Ql2 +q2 +yt2r2) +ссоsO+Ьсоs2O=й (1.4)

Здесь R, G - отнесенные к экваториальному момевту инерции проекции вектора
кинетического момента на ось динамической симметрии и на ось, от которой от-
считывается угол нутации; Е - полная энергия. Интеграл энергии (1.4) через R, G
можно переписать в виде

ё2

-+2
R2 + G2 -zRccos0 *ccosO+b.or2 0=h

2 sin2 0

Воспользуемся одной из фор, записи интеграла действия [б]:
0.n,,*

I- j ес0
0miп

где O.in, 0-о* - амплитуднъIе значения угла нутации (при плоском
On.u* = п),

Найдем аналитическое вырах<ение для интеграла действия. Произведем замеЕу
переменных и = cosO в формуле (1.5) и в интеграле действия (1.6), который после
этого примет вид

U2

I:-mt
U1

f(u) _ й2 - 2ьuа +2аu' . z(ъ + h)u' -2(о - RG)u + (2h - R2 - с')
Г[е И1 = COS0.;', и2 = CoSO.u* (при плоском вращенииi u1 - l, uz = -|| при плоских
колебаниях относительно 0 = 0: и1 = |,u2= cosoru*, относительно 0 = 1l,. ll1 = cosorin,
uz = -|).

Параметр и в формуле (1.7) соответствует следующцм значениям| m =2-прп
плоском вращении, плоских колебаниях относительно 0 = О,л; m = 1 - при всех
остальных случаях.

Интеграл (1.7) относится к классу эллиптilческих интегралов и, следовательно,
приводится к сумме элементарных функций и трех так называемых нормальных

l0

(1.б)

ВРаЩеНИИ 0-in - _П,

(1.5)

(1.7)

(1.8)

^[f d!o,
|-u'



эллиптических интегралов [8]. Результат интегрирования зависит от типа корней
полинома четвертоЙ степениf(и). ,Щля реализации реальцого физического процесса два
иЗ четырех корнеЙ многочлена (1.8) должны соответствовать предельным значениям
УГЛа НУТаЦИИ Цl = COSO.;', И2 = CoSO.u*, при дости>(ении которых Й = 0. При этом
luz,ui € [-l, +l]. Оставшиеся два корня ц3,u4в зависимости от соотношения вели-
чин h, а, Ь, R иG могут быть либо действительными, либо комплексно-сопряr(енны-
ми. Введем следующее правило нумерации этих корнеЙ. ЩеЙствительные корни:
при Ь < 0-и. > u4,прй l, > 0- uз1u4, Комплексно-сопря)<енные корниi цз,4=
= uзц! iw.

Рассмотрим сначала частный случай движения - плоский, который реализуется при
R = 0 и G = 0. В зависимости от типа корней полиномаf(и) будет зависеть резуJIьтат
взятия квадратуры (1.7). Так в случае, когда все корни действительные, проведение
Элементарных преобразованиЙ и использование стандартных схем приведения эллип-
тических интегралов из [8] дают следуюuдий результат

II - *п{rк(fr) - a[?vK(ft) + чп(п, fr)] - ul(* - 0,5v2 /(1 + nl)Klt) +

*zl,")п(п,-,)}

- ,,rц{hкв) - ct}",K(fr) + v(1 + п)п (п, k)]- u[(^'

где К(&), Е(k),П(п, ft) - полные эллиптические интегралы I, II и III рода; k=|(цз-

- uц)(чz - u)Кuз - u)/(чz - uц)J% - модуль эллиптических интегралов, ,? = (u2 - u1)|@1 -
- из),I = аlл[абцr-".уч,. -r\ }, = из, у = (ч2- щ).

Пусть теперь в плоском случае движения имеют место два действительных и два
Комплексных корня (uз,ц= uзц t iw), тогда интеграл действия примет вид

II - y2(l + п;)кlt; +

- 
")[

(1.9)

( l .10)

(1.11)

k2 +п

/с = [0,5(l -Сt,эл%, n = (\-l)2 t(цС), ц= 4 1 ",!-266

(=(ul - uзц)(чz-u14)+wz, 8=[(иr -uзц)2 +r'1%11чr- uзц)2 +w21%

ý=[(иr -uзц)2 +.2У%lЦr-uзц)2 +wzllz, }.=(иrý- u)l(\- l)
ч = 2\(u, - u,l t1\2 -l1
Перейдем к рассмотрению общего случая пространственного дви)кения твердого

тела под действием бигармонического нутационного момента (1.2). Пусть все корни
полинома /(и) действительные. Используя формулу (1.9), интеграл действия (1.7)
можно привести к виду

Iz = I| -Io, 5di[xiK(k) + (vi
i = l

dr,z - 0,5(R +G)2, П|,z=(uz

Хr,2 = l/(1 Tur), v1,2 - l/(l Tur)

v2(1 +п)(п+2k2)

- }", )П(п;, ft)]

- u|)(l Т u1) l(u, - и1) /(l Т ur)
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Если имеют место два действительных и два комплексных корня, то с уче-
том формулы (1,10) можно получить следующее выражение для интеграла дейст-
вия

Iz = I| - Ёп, 5d,|XiK(k) + v;(l + tфП(п,,k)]
i = I

п1,2= (Ч - l + uzT\ur)' ЦЦе(|Т u1 Т uz + u|u)J

Хr,, = (Ч - l) l(Ц-1r* uzT\u,), v1,2 _ (l + E)/(l + \Т urT\ur) - Lt,z

(1.12)

(2.1 )

(2.з)

Таким образом, в общем пространственном случае двих<ения интеграл действия
зависит от пяти полных эллиптических интегралов: одного - первого рода, од}rого -
второго рода и трех интегралов третьего рода.

С целью проверки полученных аналитических формул для иктеграла действия были
проведены расчеты, в которых сравнивались значения интеграла действия, выttислен-
ного по исходной формуле (1.6), и по формулам (1.9)-(1.12). Расчеты показали
совпадение результатов с данными численного интегрирования (1.6).

2. Спнусоидальный шутационный момепт. Рассмотрим частный слуqа;. Путь нута-
ционный момент представляет собой синусоидальную зависимость от угла нутации
(в (1.2) коэффициент Ь = 0) и9(е) = аз|пg.

Прп h = 0 функцияf(и) становится полиномом третьей степени

f (u')= |l2 -2аu3 -zhu' _ 2(о- RG)u+(2h- R2 -с')
Физи.lеское движение реализуется, когда все корни кубического полцнома действи-

тельные [9]. Нумерацию корней будем проводить следующим образом:

при 4 < 0: u1 > u2) ug (иt = cos0.in, Il2 = CoSO6u*)

при rr > 0: и1 < u21 uз (и1 = cos0.u*, и2 = cos0.;n)

При плоском двиr<ении твердого тела (R = G = 0) имеет место следующая формула
для интеграла действия

It = mTl{hK(k) _ ct},K(k) + vE(k)] }, k =l@t _ ч) l(u1- ч",)]% (2.2)

\:4/ )ъ = u,,, v - (щ - uз)

При плоском вращении (h > lal): m - 2,, uз = hla, ut

ц2= 1 при а > 0. Формула для интеграла действия (2.2)

I| _ 4"lЙ.h+krDEG)

или [l0]:

11- t8JГа l k|E(k), k - |2 | а l l(h+ l а l)]Y2

При плоских колебаниях (h <lal),, m =2, u1 = 1, ц2= h|a, щ = _l при а <0; u, = -1 ,

uz= hla, из = l при а > 0. Интеграл действия определяется формулой

r, = 1+.,/i71 1 &- l а lщ(k) + 2 l а l E(k)|

или [l0]:

1r = BJtсt{(t2 - t;Klt;+ alt)1

k = [0,5(l + hllal11%,n ft = sin(O.u*/2) при а < 0; Ё = cos(0.6/2) при с > 0

l2

(2.4)

= \,,t.t2=-1 при a<O;ul --l
принимает вид

-2a(u1



Фиг. l

Dиг. З

В слуtIае пространственного движения тела под

ционного момента имеет место следующая формула
2

j= l

п1,2 - (uz - и1)(иr + l), ?rr,z -1l(l Т и1 )

Фиг. 2

Фиг. 4

действием синусоидального нута-
для интеграла действия

(2.5)

Если в KatlecTBe независимого параметра принять корень многочлена (2.1) и2 (при
а < 0 u2 = соSOlда, при 4 > 0 и2 = g959-1n), то два других корня ц11 из и интеграл энергии
й можно выразить через параметры R, G, а п u2:

h = o,S(Gz+ R2 - 2GRuz)l(l - u|1 * ou,

ul.з = (dз - dцuz)l(l - "1l 
+ sign(a)D

dз = R2 + Gzl(4a), do = RG l(Za)

Д = [1 + 2(d7u2- dц)lQ - utr) * @.- d4ч2)2l(| _ u|lЦ'П

Интеграл деЙствия, выраженныЙ через параметры R, G, а и и2, пол}чен в [11].
При движении твердого тела в случае, когда нутационный момент равен нулю

(а = h - 0, движение динамически симметричного тела в случае Эйлера), интеграл

действия можно вычислить по формуле [l l] 12 = пt^Й - mах(lRl, lG|)].

3. Фазовые портреты системы. Тип двих<ения твердого тела в обобценном случае
Лагранжа под действием бигармонического нутационного момента определяется соот-
ношением величин а, Ь, R, G и h.

При плоском движении (R = G = 0) имеют место три характерных вида фазовых
портретов.

l. lbl < 0,5lcl. Фазовый rrортрет аналогичен фазовому портрету математического
маятника и д"ця случая а < 0 изображен на фиг. 1 (при с > 0 фазовая картина сдвинута
по оси 0 на величину п).

lз

дr\-
\/.rl

\



2. lhl > 0,5lаl, h < 0. На фазовом портрете появляются дополнительные особые TotI-
ки типа седло, соответсвующие значениям угла нутации 0* = tаrссоs(4,5а/h) + 2пп
(л = 0, +l, +2,...), и имеют место три области движения: врацlательная и две коле-
бательные (фиг.2).

З. Ь > 0,5lal, l, > 0. Фазовый портрет для случая а < 0 изображец на фиг. З (при
с > 0 фазовая картина сдвинута по оси 0 на величину т), Здесь значениям угла
нУтации 0* = tarccos(-0,5a/b) +2пп(п = 0, +1, *2,...) соответствуют особые точки
типа центр, а в точках 0 = пп (и = 0, !1 , !2,...) имеет место седло. На фазовом
портрете располагаются четыре характерные области движения - вращательная и
три колебательные.

В пространственном случае наличие гироскопического члена в выра)<ении для
интеграла энергии (1.5) исключает возможность вращательного движения. Вторая
гармоника в бигармоническом моменте (1.2) обуславливает возмо)<ность появления на

фазовом портрете особой точки типа седло. В этом случае имеют место три
колебательные области (фиг.4). Качественный анализ уравнения (1.5) показывает,
что если внутри интервала для угла нутации (0, п) седловая точка отсутствует в
плоском случае (R = G = 0), то она отсутствует и в случае пространственных
колебаниЙ независимо от величин R иG. С другоЙ стороны, если при R = G = 0 сед-
ловая точка имеет место (случай lbl > 0,5lal, Ь < 0), то обеспечить ее отсутствие
можно только набором достаточно больших по модулю R и G.

4. Исследованпе переходных режшмов движеншя. В возмущенном движении с из-
менением величин коэффициентов 4 и Ь и наличием возмущающих моментов про-
исходит эволюция фазовых траекторий, в результате которой они могут пересекать
сепаратрисы, попадая в различные области фазового портрета. Это явление сопро-
вождается качественными изменениr{ми характера движения: вращательное движение
может переходить в колебательное, колебательное движение "скачкообразно" - в
колебательное двих<ение с другими амплитудными характеристиками и так далее.

Пусть коэффициепты 4 и Ь медленно измепяются во времени, а возмущающие
моменты отсутствуют. Как известно, для таких систем интеграл действия сохраняет
свое значение [5]. Равенство 1 = const справедливо для большинства на(Iальных

условий с точностью О(еlпе) на временах порядка |le['7). Исключительное множество
наrlальных условий, для которых эта оценка несправедлива, имеют меру О(е"), где
п > l - любое наlrеред заданное число. Режимы движения, соответствующие данным
начальным условиям, в настоящей работе не рассматриваются (применительно к
залаче о неуправляемом пространственном движении твердого тела в атмосфере они
rrодробно исследованы в [12]).

Предлагается следующая процедура исследования переходных режимов двих<ения
тела без интегрирования уравнений дви;кения, используя только аналитические
выражения для интеграла действия.

Исходя из постоянства интеграла действия, моменты времени, соответствующие
переходам мех<ду различными областями фазового портрета, определяются из
равенства выражения интеграла действия, вычисленного вдоль сепаратрис, значению
интеграла действия, вычисленного по начальным условиям движения.

Величина угла нутации на границе перехода от одного типа движения к другому в
общем случае зависит от распределения начальных углов нутации и угловых ско-
ростей на момент / = 0, а также от скорости изменения коэффициентов а и Ь. Пола-
гается, что за время движения до границы перехода тело совершает несколько
оборотов или колебаний, поэтому угол нутации мо>I<но считать случайноЙ величиной
равномерно распределенной в рассматриваемом диапазоне. При этом величина

-:
угловой скорости 0 определяется из интеграпа энергии (1.5).

В случаях, когда при пересечении сепаратрис фазовая точка может попадать в

различные колебате.цьные области, возникает задача выбора области продолжения
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движения. Пусть сепаратрисы \ п 12 отделяют внутренние области движения Д1, Д2 от
внешнеЙ Aj (см. фиг. 2, 3, 4). Щля выбора области продолжевия дви>l<ения Д1 или Д2
используется понятие вероятностц Р i Q = l, 2), захвата в кa)кдую из них. В соот-
Ветствии с [l3] эта вероятность определяется как до,пя фазового объема малоЙ
оКресТности начальноЙ точки движения"'захватываемая" в рассматриваемую область
в пределе, когда малый параметр е -+ 0 и размер окрестности б -+ 0, е ( Б (сначала
предел берется по Е потом по Е), причем Р1 + Pz= |. Отношение вероятностей вы.tис-
ляется по форIчrулаr\,{

PllP2-@l@z

@i : _1 Э[Е(0,0,z)_ E(0,0-,z)]*.o, 
(i = |,,2)

li Эz

(4. l)

(4.2)

(5.1)

(5.z1

(5.3)

где Q = 0, 0 = 0* - координаты селловой особой точки на фазовом портрете. Ин-
тегралы (4.2) вычисляются вдоль сепаратрис /1 и /2, параметризованных временем /

невозмущенного движения по ним.
Итак, при извсстЕых начальных условиях движения мо)<но проследить за эво-

люцией фазовой траектории, найти моменты перехода и вероятность перехода в ту
или иную характерную область фазового портрета, определить лля нее граничные
условия движения.

5. Прпмер. Рассмотрим плоское дви)<ение твердого тела, когла llэl > 0,5lal, Ь < 0.
Фазовый портрет показан на фиг. 2. Коэффициент 4 мо)<ет принимать как поло-
жительные, так и отрицательные значения. При h>a2l(-4b) реализуется враща-
тельное движение твердого тела, которому соответствуют два действитеJIьных и два
комплексно-сопряжепных корня полинома: ut,2 = *|, из,4 = цз4 t jw, где uзц = -0,5alb,

' l,/
ц=110,5аlЬ)'+ hl61rr.

Интеграл действия (1.10) в этом случае имеет вид

I = 2q{hK(k)- l а l (l + t t п1|1кlп) - п(п,k)] -
-b|K(k)+ (E(k) - (l + п)П(п, k)) /(k2 + п)J|

& = [0,5 - (h+ Ь) l(сs)]И, п = 1s - с)2 l(4sc), т1= 4 l(cs)|2 c,s =|z(hT а- ЪlYz

Колебательному движению относительно точки 0 = 0 (0 ( 0* = аrссоs(-0,5с/Ь))
соответствует условие (a+b)<h<az|(-4b), а колебаниям относительно точки 0=7t
(0 > 0-) соответствует условие (-а + h) < h < а2/(-4Ь). При этих условиях все корни
полинома (1.8) действительные. При колебаниях относительно точки 0 = 0, корни
определяются следующими формулами:

lt|- l, и2=_0,5а/Ь+[(0, 5а/Ь)2 +hlъ1%

из =max[-l, - 0, 5а lb - t(0,5a l D2 + h / bllz,

и4 =min[-t, - 0, 5а /Ь - t(0 ,5а l D2 + h l b{z'

Пр" колебаниях относителъно точки 0 = 7т:

ul= {,5аlЬ-t(0,5аlD2 +hlЦ%, и2--l

из =mахU, - 0, 5а lb +t(0,,5a / D2 + h l b\Yz'

и4 :min[l, - 0, 5а lb +t(0,5а / D2 + h l blYz'
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Интеграл действия, соответствующий этим корням, определяется формулой (1.9).
Границе перехода ме)<ду областями фазовой плоскости соответствует условие
h = a2l(4b), На границе перехода в момент времени / = /* интеграл действия, взятый
вдоль сепаратрис, имеет вид

/* = 4PЙ[siп 0* * (0, 5п - 0* ) cos 0* ], 0* = аrссоs( -.О,,5а* l Ь-) (5.4)

При известном законе изменения коэффициентов d = a(t), Ь = b(r) момент времени

' 
= /* можно определить, приравнивая выражение для интеграла действия взятого

вдоль сепаратрис (5.4) значению интеграла действия, вычисленного через начальные
условиrI дви)<ения по формулам (5.1) или (1.9) с учетом (5.2)vlлп (5.3), в зависимости от
нахождения фазовой точки в той или иной области фазового портрета, соот-
ветственно, области Дз, Д1, Д2.

Щля определенности будем полагать, что коэффициенты а u h пзменяются по
экспоненциальному закону (такой закон имеет место в задаче о входе неуправляемого
твердого тела в атмосферу [l2]):

а - aoz, h - hoz, z = ехр(Fr) (5 5)

гще a9 и Ь9 значения коэффициентов 4 и Ь приr = 0, F - положительный коэффициент
порядка малости е. Пусть начальные условия соответствуют вращательному дви-
женик) тела (область,4з), тогда интеграл деЙствия 10 вычисляется по формуле (5.1).

Приравнивая значение /g знзчению 1- из (5.4), получим коэффициент Ь в момент
времени / = 

'*:

Ь* = -[/9 /(sin0- +(0,5T-0-)cos0-)]2 /32, 0* = аrссоs(*0,5аg l bil,

Время, соответствующее моменту перехода вращения в колебания, определяется
при известном Ь* из соотношений (5.5) t-=lnlb-lbol|F.

После пересечепия сепаратрисы при / > /+ система может совершать колебания
относительно одного из двух устойчивых полох<ений равновесия 0 = 0 (в области А1)

или 0 = п (в области А2). Найдем вероятность попадания в эти колебательные обла-
сти. Будем обозначать вероятность попадания в область А1 через Р1, а вероятность
попадания в область А2 через Р2. Естественно, что Р1 + Р2 = 1. Из формул G.1) п G.2)
имеем

l - 0*ctg0*

l + (тт - 0* )ctgO-

Отсюда следует, что величина вероятности попадания тела в ту или инук)
колебательную область определяется только значением неустойчивого полOжения
равновесия 0 =0*. Посколку Ф,= 2- Pz > 0 (Р > 0) и величины @; в (4.2) поло-
жительные, то имеет место однократный проход через сепаратрису фазовой точки из
внешней области во внутреннюю [7].
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