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движЕниЕ врлщлющЕгося тЕлА в сопротивляющЕйся срвдв

В нелинейной постановке рассматривается движение вращающегося твер-
дого тела в сопротивляющейся среде под действием синусоидального или би-
гармонического восстанавливающего момента, зависящего от времени, и ма-
лых возмущающих моментов. Приведены факторы, определяющие возму-
щения, в виде медленно меняющихся параметров и параметров малой
асимметрии. Щаны решения уравнений невозмущенного дви>кения в эллипти-
ческих функциях Якоби. Щля случая, когда нутационный момент определяет-
ся бигармонической зависимостью от угла нутации, уравнения невозмущен-
ного движения записаны в переменных действие-угол, которые вырах<ены
через полные эллиптиrIеские интегралы. Построены усредненные уравнения
движения осесимметричного тела при действии бигармонического и малых
демпфирующих моментов. УравнениrI возмущенного движения асимметрич-
ного тела приведены к стандартной двухчастотной системе, и построена час-
тично усредненная система. Получены необходимые и достаточные условия
устойчивости нелинейных резонансов и устойчивости двиr<ения системы по
JIяrryнову в окрестности стационарной точки под действием мrшых возмуще-
ний. Приведен численный пример, в котором показано, что из устоЙчивости
резонанса не сJIедует устойчивость движения в окрестности стаIдионарной
точки и наоборот.

l. Тело в сопротпвляющейся среде. Уравнеппя возмущенного движения. Развитием
классической задачи о движении тяжелого твердого тела вокруг неподви)<ной точки в

случае Лагранжа является задача о движении твердого тела в сопротивляющейся сре-
де. Примером такого тела является космический аппарат (КА), спускающейся в атмо-
сфере планеты. Если КА является идеальным телом вращения как в динамическом,
так и в геометрическом смысле и восстанавливающий аэродинамический момент про-
порционален синусу пространственного угла атаки - угла нутации, то движение тела в
атмосфере описывается теми же уравЕениями, что и волчок Лагранх<а [1]. Различие
заключается лишь в том, что множитель перед синусом угла нутации есть медленно
меняющаяся величина, а не постоянная, как в случае Пагран><а. Задача существенно

усложняется, если рассматривать более общий случай, когда тело имеет малую дина-
мическую асимметрию, точка приложения аэродинамических сил и моментов нахо-
дится на оси симметрии геометрической формы, а центр масс тела смещен с этой оси
(фиг. l). Тело в потоке можно представить как совокупность двух тел с различными
свойствами (фиг. l): внутреннее тело 2, имеющее массу, и внешнее тело l, не облада-
ющее массой, с заданной геометрической формой. Эти тела жестко связаны и образу-
ют единое твердое тело с геометрическими характеристиками внешнего тела и дина-
мическими характеристиками внутреннего тела. Аэродинамические силы и моменты
определяются внешним телом, а иЕерционно-динамические характеристики тела -
внутренним телом.

Щля описания движения тела в потоке необходимо ввести в рассмотрение три сис-
темы координат (фиг. l): систему Oryz, связанную с внутренним телом и осью дина-
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Фиг. l

мической симметрии; систему Орlу61, связанную с внешним телом, в которой зада-
ются аэродинамические силы и моменты; систему координат ОЕп( с поступательцо
движущимися осями. Связанная система координат Охуzимеет начало в центре масс
твердого тела, ось Ох - ось динамической симметрии. Система Oryz расположена
так, что центробежный момент инерции тела Iyz= 0. Система координат Orxryrz, свя-
зана с плоскостью угла нутации 0. Точка О, лежит в некоторой фиксированной точ-
ке геометрической оси симметрии тела. Связанная система Oryz повернута относи-
тельно системы Орррl на угол собственного вращения 9. Точка О, в связанной сис-
теме Oxyz определяется вектором р(х., }., z.). Связь между системой коорпинат Оýц(
и связанной системой Oryz осуществляется с помощью углов Эйлера v, 0, 9.

Асимметрия проявляется в несовпадении точки О, приложения аэродинамичес-
KlIx сил и моментов с центром масс. Поперечное смещение точки О, относительно
цецтра масс (у. # 0, zr* 0) вызывает появление дополнительных моментов от аэроди-
намических сил Х и У (фиг. 1). Различие поперечных моментов инерции тела (/, * /.)
и перекос главных центральных осей инерции относительно осей связанной системы
координат (Iry*0,Ira # 0) также является причиной асимметрии.

Вектору асимметрии А( припишем порядок малостц s: АЕ = (уr,2r, 
^, 

Iry, Ir-
Ьm,,Ьmr,Ьmr)= О(е), где у" =yJL,zr= Z"lL -относительное поперечное смещение

центра масс с геометрической оси симметрии (l - характерный размер тела, напри-

мер, диаметр); Д = (Iz- Ir)Ц - безразмерная разность поперечных моментов инерции

(/= (1n -Ir)l2): lr, = Irrll,I", = Irrll - безразмерные центробеr(ные моменты; Ьmr, Ьm,
Аи. - коэффициенты малых возмущающих аэродинамических моментов.

Пусть на тело в потоке действуют следующие момеЕты: восстаIIавливающий
момент, малые демпфирующие момеЕты, пропорциональные проекциям угловой
скорости, и малые возмущающие моменты, вызванные асимметрией формы. Вос-
станавливающий момент является нечетной функцией угла нутации 0 и может
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мв

0.06

0

_0.06

Фиг. 2

быть представлен для весьма широкого класса форм тел в виде бигармонической за-
висимости:

М = MsI = (csin0+bsin20)1 (1.1)

Синусоидальная характеристика (Ь = 0) описывает тела близкие по форме к сфере или
к тонкому конусу [2], однако если тело имеет более сложную форму, допускающую
наличие балансировочного положения, отличного от значеций 0 = 0, п (фиг, 2), то сле-
дует использовать бигармоническую зависимость (1.1). Если восстанавливающий мо-
мент тела аппроксимировать нечетным рядом Фурье с числом членов n > 2, когда ко-
эффициенты lrри гармониках с цомерами n > 2 малы по сравнению с а или Ь, то эти
члены могут быть вкJIючены в малые возмущающие моменты.

Известно, что для случая Лагранжа обобщенные импульсы, соответствующие углам
собственного вращения и прецессии, являются первыми интегралами системы и пред-
ставляют собой проекции кинетического момента на ось симметрии тела и ось црецес-
сии [3]. Имея в виду, что при движении тела в потоке ось прецессии совпадает с направ-
лением вектора поступательной скорости, представим указанные обобщенные импуль-
сы, отнесенные к среднему поперечному моменту инерции | в следующем виде:

R = 7r0", G = Rcos0+(-0lcos9+Ф.sing)sin0 (1.2)

г[еto=(Фr,Фусо.)-векторугловойскоростивпроекцияхнаосисистемыОryziI*=IJI-
безразмерный момент инерции тела относительЕо осц Ох.

В силу действующих малых возмущений величины R и G будут медленно изме-
няться во времени. Выбирая их в качестве новых переменных, уравнения движения
тела в потоке представим в виде [4]:

ё + (R - Gcos0)(G - Rcos0)/sin'O - Мr10, 1) = еФ9(0, 9, z)

Ф = RlIr - (G - RcosO)cosO/sin20 = Ф*( 0, z)
( 1.3)

\i, = (G - Rcos0)/sin20 = Ф*(0, е)

i = tФ.(0, 9, z)

sФч(0,9,z) = DI(е, о + DI(О, z)sin9+ D](e, e)cos9+ D](e,

(v=O,R,G,q)
где Е - мiшый параметр, 7 = (R, G,4) - вектор медленно меняюцдихся функций, 4 - скорост-

ной напор (динамическое давJIение набегающего потока), PJ (е, z) - цзвестные функции.

29

е) sin 29 + DI(e, z) cos 29
(1.4)
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(uz- ut)l(u2-
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Невозмущенное движение. При t = 0 система (1.3) приобретает вид:

+ F(0, z.) - 0

= RlI .,- ( G - Д cos 0) cos 0/ sin2 0

\И = (G-Rcos0)/sin20

F(0, z) = (R - Gcos0)(G - /Rcos0)/sin30 - (csin0 + bsin20)

Очевидно, что уравнение для пространствеIlного угла атаки интегрируется неза-
висимо от двух других уравнений системы (2.1) и при известном общем решении это-
го уравнения два остальных уравнения интегрируются в квадратурах.

Первому уравнению системы (2.1) соответствует интеrрал энергии:

6'tz+ vy( 0, z) = Е

IV(O, z) = Iot О, z)dO = (G' + R2 -2cRcos0)l(2sin20) + 4cos0 + Ь.оr'0

Рассмотрим случай, когда восстанавливающий момент (1.1) зависит только от си-
нуса угла нутации (Ь = 0) и тело обладает статической устойчивостью (с < 0). Общее
решение для угла нутации известно [З]. Воспользуемся им и запишем в виде [4, 5]:

cosO = (uz- ч)сп2tВ/ + K(k), fr] * ut

(2. 1)

(2.2)

(2.з)

(2.4)

k=

где сп - эллиптическиЙ косинус Якоби; K(k) - полныЙ
и1, ll2, цj - корни кубического уравнения относительно

рала энерI,ии (2.З).
С помощью (2.5) решения для углов собственного вращения и прецессии может

бытъ найдено путем взятия квадратур [б]:

9-9о = (l11,- l)fir+ t(R + G)1* + (R- G)I_]l2

V-Vо = 0lI-- l)Rr+ t(R+ G)1*- (R- G)I_1l2

(2.5)

эллиптический интеграл 1 рода;
и = cos0, получаемого из интег-

(2.6)

(2.1)

l_= [9(иr -ч)1-|пl [П(Е,rzr,t)-П(л,, k)], I+= [Р(иr -ч)]-|пz[П(\,пz,k)-П(п2,k)l

п, = (чr-u)|(r-ur), п, = -(ur-u)l(l +и1), Ь = аm(Fl+К,ft)

где П(ý, п, k), П(п, ft) - неполный и полный нормальные эллиптические Llнтегралы
третьего рода.

Если форма тела соответствует бигармоническому моменту (1.1), поиск анало-
гичных решений (2,5)-(2,7) усложняется. Вид решения зависит от знаков коэффици-
ентов 4, Ь и расположения соответствующих корней и1, ц2э изl ио. Решение для угла
нутации для одного варианта знаков и расположения корней впервые было приведе-
но в [7], а для всех возмо)<ных сочетаний было дапо в [8] в виде

cosO = L+Mltl +Nсп'(Fr+то,fr)] (2.8 )

Подробное описание значений коэффициентов, входящих в эту формулу, можно най-
ти в [8]. Решения для углов собственного вращения и прецессии получены в работе [9],

30
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3. Возмущецное двrrжецпе осеспмметрпчного тела. Пусть малая асимметрия от-
сутствуют (^Е = 0), а на тело действуют восстанавливающий момецт (1.1) и малый
диссипативный момент. Возмущенная система (1.3) примет вид

6 + F(0, z) = ЕФо(0, z), a = tФ.(0, z)

Будем считать, что коэффициенты двучлена (1.1) известные функции скоростного на-
тrора, а проекции диссипативного (демпфирующего) момента пропорциональны соот-
ветствующим проекциям одноименных угловых скоростей:

mr = },Kcrlr, шу = кOr, шz = к0.

(3.1)

(3.2)

(4.1)

инерции тела. Введем в

где к - малый коэффициент, определяющий интенсивность диссипации энергии.
В возмущенной системе (1.3) быстрые и медленные переменные разделены, одна-

ко она не отвечает стандартной форме вращательной системы. Заменим уравнение
для угла нутации 0, выбрав в качестве амплитуды интеграл энергии [10], предвари-
тельно записав его в виде:

Е = (i,r] * r,1 + 0J:)/2 - Irr(0, q)do (3.3)

Щифференцируя (3.З) по времени в силу действующих возмущений, получим систе-
му, описывающую нутационное двих<ение]

a = sФz(O,z) (z=B,R,G,q) (3.4)

Применив к системе (3.4) оператор усреднения вдоль порождающего решения (2.8),
можно получить усредненную систему первого приближения сJIедующего вида [8]:

i = е (Ф.(0, z)) = Z(<cos0), ( cos20), z) (3.5)

.де (...) - оператор усреднения по мгновенному периоду колебаний угла нутации.
Средние значения (cos0), (cos'0) с помощью решения (2.8) вычисляются через пол-
ные эллиптические интегрrшы первого, второго и третьего рода.

Потенциальной энергии (2.4) отвечает фазовый портрет, который может содер-
жать, например, две особые точки типа центр и одну - типа седло. В этом случае сепа-
ратриса разбивает фазовую плоскость на три области: внешнюю и две внутренних.
Под действием возмущений в процессе эволюции системы фазовая траектория, начав-
шись в одной из трех областей, может продол>I<аться в другой, пересекая при этом се-
паратрису. Это характеризуется качественным изменением характера движения, в ча-
стности разрывом огибающей угла нутации.

4. Капоншческце перемеrrпые действIIFугол. Весьма полезные результаты можно
получить, изучая невозмущенное движения,естlи воспопьзоваться переменными дей-
ствие-угол, Выбирая в качестве канонических переменных углы Эйлера и соответст-
вующие им обобщенные импульсы (р*, ро, р9), запишем гамильтониан в виде [11]:

22л
Lr р;+ pi-2prprcosO
lI

2А sin20

222
- О#- 

#- #+ A(acoso + bcos201 = h

Р9 = АR, p\l = ДG

где Д = I, С - I* - экваториальныЙ и продольныЙ моменты
рассмотрение переменные действия u21:

I| = = Рrу, 12 = *ýо,о,*ýordo,*ýо,о, Iз = =Р9 (4.2)

зl
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Нумерация действий выбрана согласно посJIедовательности эйлеровых поворотов.
Переменные 9, V являются циклическими и соответствующие им импульсы и пере-
менные действия являются первыми интегралами. Канонические уравнения для пере-
менных действие-угол запишутся в виде [l2]:

(4.3)

(4.4)

Очевидно, что | - const;, а частоты oi = Фi(li) являются постоянными величинами и

углы определяются простыми формуламиi wt = rлit + w". Импульс р0 определим из
интеграла энергии (4.1), при этом сделаем замену переменных и = cos0, тогда дейст-
вие /, примет вид:

Цэ

l г 1 -lI, = -: l (| - u') Jf (u)duL пJ 
\

uI

f(u) = й2 = 2д2Ьч4 +2д2аuз -2д2ь+2дh+ (r - ь),зu2 -

-2(Д2а- IIIr)u
(4.5)

и1 = coS0*in, и, = cos0.u"

Интеграл (4.4) относится к классу эллиптических интегралов и, следовательно, приво-
дится к сумме элементарных функций и трех нормальных эллиптических интегралов.
Результат интегрирования зависит от типа корней полинома четвертой степени/(и) и
может быть получен с помощью решения (2.8). Приведем решения для случая, когда
полином (4.5) имеет все действительные корни

+(zlh_ 11 _Ь,:)

I2= ili,
- А, 

[[^' 
-

2чп
)u,o,п)2(| + п)(k' +

+

diLXiK(/c) + (v; - [,)П (п,, k))

k = [(uз- uц)(чz- u)(чз- u)*'(uz- uo)-'7''' , п = (uz- ur)l(u1- ug), у = (u2- чз)

I = из, ц = 4t-2Ь(ut-из)(u2-uц)1-1/2, \r,, = (1т ur)-',

dr,, = (1з+ tr12 12, п|,2 = @z-иr)(|+uз)(иr -1.1з)-'(|+ur)-'

V1,2 = (l т uz)-'

где K(ft), Е(&), П(п, /<) - полные эллиптические интегралы I, II и III рода. Чтобы пред-
ставить гамильтониан (4.1) в переменных действия Н = H(Iv 12,1з), необходимо выра-
зить постоянную й через переменные действия. Щействия 1, и 1, есть постоянные числа
(см. (4.2)), а действие 12является функцией постоянной hидля однозначного разреше-
ния его относительно постоянной й требуется, чтобы al2lah+ 0. В работе [l1] показа-
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но, что эта производная строго положительна и уравнение (4.6) отцосительно й од-
нозначно разрешимо. Щля случая действительных корней полинома (4.5) частоты уг-
лов }t/1l t02l l0з опр€[еляются следующими формулами:

2

,, = Й)с/,*r1}",К(/с)+(ч,-}.,)П(п,,К)], 
,, = Рк(оД

1111|2
со, = 7 - ; - оfu ) t-l )'di*z|xiK(k) + (чi-}",)п(п,, t)]

a= l

dз.о = (1rTI)l2, В =

Аналогичные решения могут быть получены и для случая, когда полином (4.5) име-
ет два действительных и два комплексных корня [1 1].

5. Возмущеlrшое движешпе тела с асимметрией. Резоцансы. Возмущенное двих<ение
будем рассматривать для асимметричных тел с синусоидальной зависимостью восста-
навливающего момента от угла нутации (Ь = 0 в (1.1)). Опустим в возмущенной систе-
ме (1.3) уравнение для угла прецессии ч/, поскольку правые части уравнений системы
не зависят от ty. В возмущенной системе (1.3) быстрые и медленные перемепные раз-
делены, однако она не отвечает стандартной форме вращательной системы. С помо-
щью процедуры, предложенной в [l0], заменим уравнение второго порядка для угла
нутации 0 двумя уравнениями первого порядка для амплитудьl х= и| = cosO.o* и фазы _v.

Щ,алее переменную (р представим в виде суммы вековой и периодической составляю-

щей: 9 = Ф + Ф. В результате поjIучим двухчастотную систему стандартного вида [4]:

у = <о(z)+еY(_у,9+ф(у,z),z), Ф = I(z)

a = tФ.(у, Ф + Ф(у, z), z), z = (х, R, G, q)

2пА.. 1I(.) - йIФ*( у, z)dy

где },(z) - средняя частота собственного вращения.

Щля построеция системы (5.1) и нахождения периодической составляющей ФСп, zl
использовалосьрешение(2.5),записанноеввиде:соsO=Д(х)спz[уКlп+&ft]+хиреше-
ние для угла собственного вращения (2.6), Частоты быстрых переменных имеют вид

а = пF|(2к), },. = 0lI,- t)л + t(R + G)пrП(пr,/с) + (R -G)п2П(п2,k)]l(2ДК)(5.2)

Резонанс в стандартной двухчастотной системе (5.1) возможен, когда целочисленная
комбинация частоты колебания угла нутации и средней частоты собственного вра-
щения близка к нулю

mOJ(z)-n}"(z) = О(е) (5.3)

где m,,? - целые взаимно простые числа.
Щля анализа дви>r<ения в окрестности резонанса (5.3) удобно использовать систему

маятникового типа [4], которая получается из (5.1) после заменых= mу|п - Ф и ус-
реднения по быстрой переменной у:

dzyldT' * Q(x, z) = 0, dzldr = pf ,(х, z)

2 Механика твердого тела, Nb 2

(5. 1)

(5.4)

зз

- uз)fuz- u)lz

г
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Q(x,z) = -(:* *)r.(x,z)

= (*.(о ,Щпо - х+ ф (),, z', .)

= Qo(z) + Qt(z) sin х +

+ Qz(z) cos х + Qз(z) sin 2х + Qц(z) cos2y (5.5)

(5.6)

(5.7)

(5.8)

р = {r, f ,(х, z)

гщ9 т = р, - "медленное" время, fr(x, z) - средние по у.
Характер невозмущенного движения (р = 0) системы (5.4) зависит от вида функ-

ции (5.5), которая в свою очередь определяется соотношением (1.4) в исходной сис-
теме (1.3). Фазовый портрет системы (5.4) состоит из нескольких областей колеба-
тельного и вращательного дви)<ений, разделенных сепаратрисой. В силу малых воз-
мущений, действующих на систему, мох<ет происходить переход из одной области в
другую, а также эволюция самих областей.

Пр" отсутствии возмущений (р = 0) система (5.4) имеет вид:

d2 yldT' * Q(x, z) - 0

и допускает первый интеграл - интеграл энергии

(dyldr)'lz + I4l( х,, z) - Е

w(y, z) = IOCX, z)dx

Стационарные точки системы (5.6) являются корнями уравнения

Q(x*,z) = О (5.9)

Щействительные корни этого выра)<ения существуют, если выполняется условие:

maxQminQ < 0 (5.10)
хх

В силу (5.5) может существовать четыре корня х= х! (i = 1, ...,4), удовлетворяю-
щих уравнению (5.9). Устойчивое положение равновесия определяется условием
@QПDх= 1х ) 0. Когда все коэффициенты Qtk) в формуле (5.5) отличны от нуля, по-

тенциальная энергия (5.8) может иметь вид, показанный на фиг. З. Внешняя сепарат-
риса отделяет облаgгь вращательных движений Go от "большой" колебательной обла-
сти Gr, которая охватывает две внутренние "малые" области колебательных движе-

ний G1 и Gr. Точки xf , rf - точки типа центр, xt " хt - точки типа седло. Если
поперечные моменты инерции равны (Ir= Ir), то два посJIедних слагаемых в выраже-
нии (1.4), а следовательно и в формуле (5.5) обращаются в ноль (Qэ= Qц= 0). В этом
сJIучае одна из областей колебательного движения (G, или G2), а таюке стационарная

седловая точка 2g} вырождаются.
При действия на систему (5.4) возмущений (р * 0) траектории на фазовом цортрете

изменяются, а также происходит деформация сепаратрис. Возмох<ны три характер-
ных типа двих(ения: прохождение через резонанс (1), которому отвечает изменение
направления вращения маятниковой системы; захват в резонанс (2), когда возможец
колебательный режим дви>кения мiштника и траектории находятся внутри сепаратри-
сы; движение в малой окрестности стационарной точки типа центр внутри (З) сепара-

з4
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Q(x,z)

W(x, z)

WC

w;

Фиг. 3

Фиг.4

трисы (фиг. 4). Рассмотренным типам дви)кения, внутри колебательной области, можно
поставить в соответствие два вида усгойчивости: устойчивость маrIтцика в колебатель-
ной области (устойчивость резоцанса) и устойчивость в малой окрестности стационар-
пой точки типа центр (устойчивость по Ляпунову),

Понятие устойчивости резонанса используется в практических задачах, связан-
ных со спуском космических аппаратов в атмосферу [l3]. Основу анализа устойчи-
вости двих<ения фазовой точки в колебательной области, когда при любых малых
возмущениях фазовая точка всегда остается внутри этой области, составляет весьма
простое положение: величина полной энергии системы Е, на любом интервале вре-

)* з5

./
\. -.- ',/

, *,

lXri l

--.-.J.

i*i*::*ixz iхз i iхц

;.\х
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мени, не должна превышать значения потенциальной энергии VИg, вычисJIенной в сед-
ловой точке. Щля реализации устойчивого резонанса необходимо, чтобы на фазовой
плоскости существовала колебательная область, и достаточно, чтобы производЕая по
времени полной энергии системы dE|dt была меньше, чем производная по времени по-
тенциальной энергиtt dWrldt, вычисленной в седловой точке. В этом случае колеба-
тельная область будет расширяться быстрее, чем фазовая траектория приближаться к
границе области к сепаратрисе. Производная dBldt показывает эволюцию фазовой
траектории маятниковой системы (5.4), а производная dWrldt - эволюцию сепаратри-
сы под действием малых возмущений. Поскольку речь идет о колебательном двиr(е-
нии системы, то об указанных производных можно говорить только в смысле их сред-
них Еа периоде колебаний значений. Щостаточное условие устойчивости резонанса
имеет вид [13]:

(dwrldt) - (dLldt) >0

(5.1l)
(dW rldt) = z)dT

Рассмотрим устойчивосгь в малой окрестности стационарной точки типа центр [l4].
Преобразуем систему (5.4) к виду, удобному для цроведения исследования устойчивости
по Пяпунову, для этого сделаем замену переменных в окрестности устойчивой стацио-

нарноЙ точки: х = х* + А2(, р = ро + Ар (р = х, ро = 0) и разложим функцию QQ, z) в точке

х=х* в ряд ТеЙлора. В результате получим:

dbyldr = Ар + pG, dbpldT = - CI2AI + рР, dzldT = llf z

Q2=
(5. l 2)

где Р - функция, определяющая нелинейные члены разложения по перемецной А1.
,Щля построения функции Ляпунова в квазилинейной системе (5.12) удобно перейти

к гIеременным амплитуда-фаза: Дх = Дсоsrу, Др = _ДС)riпrу. После чего система (5.12)
примет вид

dllt а'. ( Р G. \
й = r' - 

зr- 
slnVcoslи + р[- ;-Qcosly - д 

S'n\y'

(5.13)

где Q' = dQlй - цмеет порядок малости р.
В качестве функции Ляпунова выбирается квадратичная форма амплитуды коле-

баний: V = Д2 = 1А1)2 + (Ap)2iQ2. Эта функция является положительно-определенной
и допускает по переменным А1 и Ар бесконечно-малый высшцй предел и удовлетво-
ряет всем требованиям теоремы 3.1 из [l5], согласно которой для устойчивости дви-
жения системы (5.1l) в окрестности точки АI = 0, Ар = 0 при действии возмущений
достаточно потребовать выполнения следующего условия

Д (dДldт) < 0 (5. 1 4)

Разложение функций Р и G в ряд Тейлора в окрестности точки Ах = 0 и усреднение
второго уравнения системы (5.1 l) по переменной \' позволяет переписать достаточное
усJIовие устойчивости (5.14) с точностью до членов порядка мzшости р'в виде С)'/Q > 0.

36

fcu wrlOz).f.( х, z)dT, (dE/ctt) = ftaBua z)f ,(х,
ll

#l х=х*'О' 
G = (#'У-)r= 

,*f,(x*,z)

#= - Afr ,iп'ч, + р(- firiпч, 
+ Gcos,y), #= ц/.
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Выполняя соответствующие вычисления, можно записать окончательную форму доста-
точного усJIовия устойчивости движения в окрестности стационарной точки в виде [l4]:

(5.15)

Следует отметить, что необходимые (5.10) и достаточные (5.1 l) условия устойчиво-
сти резонанса, а также достаточные условия устойчивости движения в окрестности
стационарной точки (5.15) получены для общего нелинейного случая движения тела в
сопротивляющейся среде и для любого типа резонанса (5.3). В [14] и [lб] показано,
что из условий (5.10) и (5.15) вытекают анапогичные условия, полученные другими ав-
торами для более простых квазилинейных математическцх моделей движения тела.

6. Пршмер. На фиг. 5 показано изменение частот колебаний to(z) и },(z) от времени 
',

для тела со следующими характеристиками: m = 200 кr, IJI = 0.4, Zc = 0.002. При на-

чальных условиях: 0о = 47", 9о = 0", Rо = 4.18 c-l, Go =2,96 с|.
В окрестности точек f', f2 (резонансm= п = l) и /з (резонанс m=О,п = 1) тело захва-

тывается в резонанс. Фазовые траектории, а также начальное и конечное положения
сепаратрисы для всех трех резонансов показаны cooTBeTcTBeHIto на фиг. 6, а, Ь, с,На
этой фигуре тонкой сплошной линией изображена фазовая траектория. Толстой
штриховой линией показано положение сепаратрисы в цачальный момент времени,
соответствующий захвату в резонанс. Толстой сплошной линией изображено конеч-
ное положение сепаратрисы. В моменты времени tl,t2,и 

'] 
вычислялосьдостаточное

условие устойчивости резонанса (5.1 l) и достаточное условие устойчивости по Ляпу-
нову (5.15). В точке 

'l 
достаточное условие устойчивости (5.15) является истинцым,

однако не выполняется соотношение (5.11). Это означает, что с течением времени
колебательная область сжимается, и фазовая траектория "выталкивается" во вра-
щательную область (фиг. 6, с). В момент времени /2 достзточЕое условие (5.15) не
выпопняется, а неравенство (5.1 l) является истинным. Как видно из фиг. 6, Ь, с тече-
Еием времени фазовая траектория покидает малую окрестность стационарной точ-
кц типа центр, Ео остается внутри сепаратрисы в пределах области колебательного
движеЕия. В точке /1 одновременцо выполняется и неравенство (5.1 1) и достаточное
условие (5.15), хотя меняется тип резонанса (m = О, rz = 1). Это означает, что колеба-
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тельная область расширяется, а фазовая траектория попадает в малую окрестность
стационарной точки типа центр.

Численные расчеты показывают, что при анализе нелинейных резонансов следу-
ет проводить исследование устойчивости как самого резонанса, так и устойчивости
по Ляпунову в окрестности стационарной точки, поскольку из устойчивости резо-
нанса не следует устойчивости по Ляпунову и наоборот.

Важно отметить, что исследование возмущенного движеЕия твердого тела под
действием вOсстанавливающего момента остается весьма актуальной темой, что, на-
пример, отрах<ается новыми публикациями [17].

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследо-
ваний (проект 03-01-0015 l).
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