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ОПРЕДЕЛЕНИЕ АМПЛИТУДЫ ПРОСТРАНСТВЕННЬШ
КОЛЕБАНИИ БАЛЛИСТИЧЕСКОГО АППАРАТА С МАЛОИ

АСИММЕТРИЕЙ ПРИ СПУСКЕ В АТМОСФЕРЕ

Рассматрпвается цростраЕствеIIЕое ЕеуправJIяемое двЕrкоЕие отЕо-
сЕтеJIьЕо цеЕтра масс КА с малой диЕамической п геометрической асим-
метрией при спуске в атмосфере. Уравнения движеЕия КА вокруг
цеЕтра масс приведевы к форме, удобной дJIя решеЕия методом усред-
ЕоЕия. Получены приближенвое анадитическое решеЕЕе уравЕеЕЕЕ
цростраЕствеЕЕого Еевовм)щеЕЕого FижеЕия, а также осредЕоЕЕfiе
JrравЕеЕия возмущеЕIIсго .движения, примеЕеЕие которых поаволяет оез
введеЕия ограшпчений Еа веJIичиЕу IIростраЕствеЕЕого Jrгла атаки Е Еа-
чальЕую угловJrю скорость в -3 раза сократить затраты машиЕЕого
времеЕи по сравЕвЕию с численЕым иЕтегрироваЕием подЕых уравЕе-
ЕиЕ движеЕия.

В [t-3] изложены методы определеЕия вращательного движения осе-
симметричных апцаратов. В линейной постановке при Еаличии малой
асимметрии аадача о шространственцых колебаниях сшускаемого апrrарата
была рассмотреIIа в работах [4, 5]. В [6] подобная задача решеЕа при до-
пущеЕии, что КА sакручеЕ относительно прододьцой оси и имеет сфери-
ческую форrу.

Рассматривается цространствеIIное вовмущеЕие вращения КА при на-
лцчии малой асIIл,Iметрии при спусItе в атмосфере планеты. На компоненты
цачальной угловоii скорости и IIа величиЕу простраIIственЕого угла атаки
ограничения Ее IIакладываются. Полученьт осреднепные уравцеЕия, при-
меЕеIIие которых позводяет моделировать все вовможЕые тиIIы движения
около цеЕтра масс КА с малой асимметрией. При этом обеспечивается вы-
игрыш в затратах машиIIЕого времеfiи в -3 раза по сравнецию с числец-
Еым иЕтегрировап}Iем исходных уравнений.

1. Введем связанную барищентрическуюсистему коордLlЕат OXYZ,pac-
trоложенную таким образом, что центробежный момент иЕерциЕ Io":0,
а ось ОХ цаправIIм 1IараллелыIо оси симметрии формы апrrарата. Связь
между скоростrrой систеп,tой коордиIIат Or^yuz^ осуществляется при помо-
щи углов Эйлера: с-пространственный угол атаки (угол нутации), р-
уrол собственноIо вращеЕия, ф - уrол прецессии.

Уравнепия вращательЕого аrrпарата имеет вид:
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tде М", Mn, М" - шроекции суммарЕого аэродиЕамического момеЕта на оси
системы OXYZ; (о", оg, oz - проекции угловой скорости IIа те же оси; I",
rn, I", I*, I."-главные цецтральные и цеЕтробежные }Iо}Iецты инерции.
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Кинематические уравЕеЕия заIIисываются

ol":ф cos Ф*ф,
Фr:ф sin а sin ср* (o+fu)

ol,:ф sin cu cos 9- (d+fu)

следующим образом:

cos р,
sin g,

rде h:Y/rпV, Y - подъемцая сила, rn-Macca аrrцарата, И-скорость по-
.лета.

Малую весовую и аародицамическую асимметрию будем оцределять trа-
раметрами: Дп:(I"-I) /I; r*:I*u/In, r}:I""/Iu - безразмерньте цеЕrро-
бежцые момеIIты ицерции; (T"+Z")'i. - отЕосительЕое смещеЕие цеЕт-
ра масс КА от его оси симметрии; ш,оl ш,rо, nero - коэффици-
еЕты возмущающего аэродцнамического момеЕта Мо:{Мл, Моо, М"о|, ъоз-
Еикающего, ЕаIIример, при Еаличии отклонепий поверхЕости аппарата от
IlомиЕальЕой формы в сочетаIIии с rтоперечЕым смещеЕием цеЕтра масс
,от осд сцмметрии [4]. Припишем малой асцмметрци и демпфирующему
.момеЕту }/u шорядок малости 8.

Уравнепия движеЕия цецтра масс КА запишем в виде

V:-сr(п ) 
q'S 

-9.. sin 0,
m

u:-o";'u (r-#) , Ё:иsiп0.

3десь 0, 11-соответствеIIЕо угол Еаклона траектории к горизоЕту Е
высота, 8т - }скореЕие силы тяжести, Дп - расстояЕие до притягивающего
цеЕтра, с, - коэффициент сопротивлеция, ll - скоростЕой напор, S - пло-
щадь миделевого сечеЕия1 Ф- средЕее за IIериод колебания зЕачеЕие угла
атаки.

На шромежутке времеЕи, периоду полного оборота продольной оси аrr-
trарата по коЕусу прецессии, зцачение ltоэффициента сr(а) в средвем об-
ращается в цуль, а с,(с):с*(С). Поатому для баллистического аппарата
подъемцая сила У не входит в уравнеЕия движеЕия це}Iтра масс. Сила Г
окааывает влияние Еа движеЕие аппарата вокруг це,Етра масс. ,Щапшый
способ впервые был применен В. А. Ярошевским и в Еастоящее время об-
щеIIриЕят.

Будем считать, что TpaeKTopIJыe параметрьт 7, 0 п Н измеЕяются мед-
леЕЕо, и приrтисывать правым частям уравнений (3) параметр малости 8.

Разделим вовмущеЕЕое вращательЕое движеЕие аппарата Еа t<бьтст-
poeD 4 (медлеЕное>. С rомощью замеЕы перемеЕЕых

R:I.aJ Io, ci:co, cos cp-or, sin q,
(4)

G:Д cos а* (ol, sin q*rо" cos q) sin с,
прекебрегая величинаil{и порядка t'и выше, приведем исходЕые уравЕе-
ция систем (1) и (2) It одЕому уравIIению, описывающему <быстрое> ква-
зипериодическое движение угла атаки а, и уравЕеЕиям для медлеЕЕо ме-
Еяющихся параметров:

с.+
(G-Л cos Ф) (Л --G cos cr)

- Мор(а, z):A,(tr"*J|[op sin2 а) +
sin3 cr

+Mo"+Mon+Mao*K* --tФ" ( Ф,, ф, Q, z) ,

Л-Апl"* М"**М*а+Мво*Кв-t Ф*(а,, d, Q, z) ,

G: biF G+ М GN+ М с"* М cu * М оо+ KG+?uh r-t Ф о (а, d, Q,

Л (G-Л cos а) cos а

(2)

(3)

(5)

z),

ф
G-л cos а
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где Мор+(Мо-щN)/1, - восстанавдивающий момеЕт, 1[ - пормальная
сr.ла, Мр - продольЕыЙ аародипамическиЙ момент, вычислеЕЕыЙ отшоси-
тельЕо передпей кромки КА; r, - смещеЕие центра масс от переднеft
кромки;

Мо,:т (а, cos g*у, sin 9) / Io, ]l[e":T (z, sin q-у, cos ср) siп a/Iu,

М 
"n:N 

(U,cos Q-zT sin g)//r, Mny:N (y,cos 9-zT sin g) cos c//u,

М *u : (М оа соs ч- M.u sin 9) /.Io* Y" . а/ (mV ), М 
"u 

: М *u / I n,

Mou:lM,u cos с* (Иоu sin q+М"u cos ср) sin с]//r,
М оо-_ (М оо cos g-И,6 sin q) //о,

Мяо:М*о/Iо, Мпо:l,М*о cos а* (Иrо sin TlM"o cos ср) sin сr]//u,

Kn:r*o(anh-0)*'sin 9) +1," (со,h-со*'cos g) , K":r,o(Moo cos р-fiсо") -
-I*o(Mon sin g-Дсоо) , Ko:K"cos с* [r1, (olf cos 9-

-.irr) -1,, (со.'sin p*dco,) ]sin а,

P":|h(I*sin'q*2 cos'q-t) + (t-2) ti sin g cos 9IЛ//-;
Дr:0,5(а'-h') sin 2cp-ah cos 29, Fe:-&R sin а cos'9-

-0,5(hhr-M.o sin a-d'cos с) sin 29*ф sin а (h sin 29*ri cos 29).

Здесь h:(G-R cos c)/sin а, hF(R-G cos сr)/sin с, I":I1/In, a":R/r",
olr:hsing*cicos 9, a.:hcosg-cisincp, z:{.R, G,V,0, Н,...} -вектор мед-
леЕЕо меЕяющихся функций.

Таким обрааом, шодЕые уравнеЕия возмущецного движеЕия (1) - (3)
КА с малой асимметрией можцо ваписать в следующем виде:

сi*Д(с, z):ьФ.(а, d, 9, z),
(6)

2:еФ"(сg, ci, Q, z), Р:Фr(а, z).

,Щапвые уравцеЕия оцисывают квазиконсервативное движеЕие колеба-
тельной сЕстемы с одной степеЕью свободы.

2. НевозмущенЕым будем называть такое движение, которое имеет место
при е:0. Систелла (5) сводится к одЕому уравЕеЕию

При известЕом решеЕии этого уравЕеЕия последние два кшЕематIIче-
скцх уравIIеЕия цз (5) ицтегрируются в квадратурах.

Рассмотрим IIевозмущенцое движепие КА малого удлиЕеЕия. Приведен-
ные коаффициеЕты продольЕого момеЕта и Еормальной силы (frч:mо/
/sin cr, 7r:grlsin а) представим в виде

fflр:Ё amicos ia, d,,*:I апа соs iц,
i:0 i:0

ГIусть выполЕяются условия

|о-Jолоl:O(е) , |ano/ano| :о(r) (i:L, 2,. . . ,п). (9)

Перепишем уравЕеЕие (7) с учетом соотЕошеЕий (8) в виде

(7)

(Е)

( t0}

где
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_ Приближецное решение уравIIения (l0) можно найти методом Вап дер
Поля, в качестве порождаютцего решеция выбрав решецие для сфер'ы(a6:an1:0'i:t' 

''.;.':jT,[o( 
T*n). а] +,, (1r)

Iде u:соsсЕ-дr U:O(r-rо) , а:пFl2К, Р:7аТ, Ь:УТЙ, К(k) -полцыйаллиптический интеграл I рода,

ц:,tl ,

A:\-t-(a-bx)l(|-*), a:(R2*G")l4go, b:RG|2go.
Р_ешение уравнеIrия (10) будем искатъ в виде (t1), рассматривая tr и у

как фупкции (медленЕогоD времеЕи. Запишем уравпепЙя Ван дер Поля Ь
виде

.2$?t

i-l-[ с, sin 
" (I 9; cos'") cJy,2пАJ ' 

'r:,
| 

2п ,!.

i:o,-#J a*sin" (I 9tcos'") dy,

где А (z) : (d,dуч-ача*) а-а,ао2:4КДk'"9|л(t-х") .

ПодыптегральЕая функция в уравцеIIип (12), если поставить в Еее ре-
шеЕие (11), является нечетЕой периодической функцией перемеввой у,
поэтому иЕтеграл от Еее равеЕ IIулю.

При вычислении определенного иЕтеграла в уравнении (13) восполь-
зуемся упрощенной формулой решешия (11):

cos d,:В (l-cos Е) ( rп-соs E)'*tr,

(12)

( 13)

(14)

где В :.4р' / 2, m: (2- р) / р, р :2 (|-]ln) / 0+-|Т), Е:2у, |xl :t-|-, 1rz.

Точпость данной аппроксимациII умецьшается с увеличеЕием модуля/с.
Например, при /с2:0,5 абсолютная погрешЕость Ее превышает 0,0005,
а прЕ /с2:0,9 погрешность меЕьше 0,03. Для плоского случая движеция,
при котором k':(t-x)12 имеет максимальЕое зIIачеЕие, легко оцеЕить
углы атаки, соответствующие указаЕIIым вIIачениям модуля. В первом
случае сtmа*:90О, а во втором dп"r=t43".

Irроизводная аr в уравнении (13) определяется формулой

L.\dх:- ** >'|do coso ý, (t5)
Srnct х

2-'l,,, d,: 
t' 'i|,, dz:tr/4-3lr/8., dз:lr/8,

lо:l+Д' lt:- (2Д"р+2Др*+Д*) ,,

lz:д*р'+2дрр"*2д"р*2др*, lз: - (дф2+2д РР) .

ПроизводIIые А* и р* можЕо получить ттутем
ветствующих выраЕtеЕиЙ из ( 11) и (14) .

дифференцирования соот-

3аменим тригонометрический полиЕом в (t3) степеЕным мЕогочлецом

i u, cos ia: Ё"о "оr' 
с и подставим в это уравнение решеЕие (14). В ре-

18t
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*
(m- cos Е) '*r] 'Д do coso EdE:

q

I
:2j_3

где [...] озшачает целую часть цикла, kri:(2i-1) !!lQi) !!, ko:|;
iq

Ьii:(-1)' с nor'-qBq I 'norlnn 
77у2ч-i*h,

h: j-2qq:t(j+2)/з]

с; - биномиальный коэффициеЕт.
Интегрируя уравЕение (16), получим

a:ot, ( S-t), 0)r:0) (1+0'./olA),
,где

п t3( r+r )/2]

0":Д,,
qr'

kzi I d,Ьi,2i-,lэ,

11:2j_3i

Таким образом, IIевозм)rщеЕЕое простраЕственЕое движеЕие осесим-
иетричЕого аппарата малого удлиЕеIIия в атмосфере отличается от IIевоз-
ш5щеЕЕого движеЕия сферы частотой колебатrия угла атаItи. Приближеrr-
Еое решеЕие уравЕеЕия (10) имеет вид

cos а-Д cnz [ В, ( t-to) +К, kI* r,

зудьтате шолучим

Вдесь

-l0,,fLi:ol+;, 0,о: Irо.
i:t

(16)

(ti)

( 1в1

(21)

(22)

rt:hStB( L-.o. Bl

t3(i+L)/2l__пr:L; l kzi-l

j:0 D

drb i,2j-al
i

( 19)

(20)

где

в,:р (1*6"/olA).

Результаты численцых расчетов показали, что для тел малого удлиЕе-
Еия, для которых mах|сi,|/|сл|<0,З (i:па, п, i:|,,.., п), погрешЕость
приближенЕого решеЕпя (2|) Ее IIревышает 20/q. Весьма существеIIЕо то,
что точЕость решеЕия (21) мало зависит от величиЕы скоростцого Еапора q.

3. В общем случае уравцеция возмущеIIЕIоIо движеЕия КА с малой
асIIмметрией помилrо cr содержат еще и угол собственЕого вращеЕия Q. По-
атому rrри известЕом IIорождающем решеЕии (21) необходимо определить
следующую функцию:

Если подставить решение (21) в подыЕтегральЕую функцию, то иЕ-
?еграл (22) можяо выразить через ЕеполЕые и полные эллиптичесItие иЕ-
тегралы III рода и представить следующим образом:

q(,)-Qo: J'[*- 
(G-t-c9la)cos., 

1о,
to

Ф-9o:ft(*lQ-.'o)*+[n,(ГI,-ГI)(fi-G)-П2(ГI,_Ш,)

где frr:l7(ф, пtl k), fir:П(ф,, flzl lt), Пr:П(пr,, h), Пr:П(п",
-дlU-д-r) , пz--дlU+А*r), ф:аm[в, ( t-to) +к, k7.
l82

(fi+G) ].

(23)

lt) ,, lll,:

j:0
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Рис. 1. 3ависимость углов aTalt
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Рис. 2. Зависимость углов атаки и уг-
ловой скорости для резонаЕсЕого слу-
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Мивимальrrый угол атаки определяется из решения (11) по формуле
cOS а-r.:,4*.l.

Функция (23), входящая в подыЕтегральЕые выражеЕия уравнений
(24), завлсит от Ееrrолных эллиптических иЕтегралов III рода П(ф, п, k),
которые вычисляются по громоздким рекурреЕтЕым соотЕошеЕиям. Прaд-
лагается Еа каждом шаге иЕтегрироваЕия вычислять функцию 9(t) по эко-
номичной схеме, осцованпой Еа методе Симпсова.

Шаг интегрирования осредЕеIIЕых уравIIеЕиft (24) связаII с величиной
периода колебация Т. Щм обеспечения Еепрерывности вычислеЕия фу"к-
ции (p(r) при иЕтегрироваЕии методом Рунге - Кутта 4-го порядка шаг
выбирается равным удвоеЕцому периоду колебаний. В связи с этим расчет
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Для квазиконсервативной систем
шеременной амшлитуду колебания
уравIIения в форме t7 ]

s-|Й; ( 1 '*n',i--йtй J [Ф"(q,ос,
t

l aW (ш, z)-тffФ"(@,*,(р
,,, С

_ 0W (r, z) = /_\ 0W (r,
OR -Фв\Z)- aG

.Et+TЛ- ; J Оо(а, &,9 ,z)d,t_.еФп (r),Tt
где l],:cos u"1 T-zKlBl - период ltоле

tьпk)- рVч+Т?+п,, 2ан 
l

ы (5), выбрав в качестве ((медлешrrой>

iu-cos сfmахl IIредставим осредЕеЕIIые

u' 
!:'') ,Ф" (с, &, (р, z) +9,z)&+- аR

. z) * 0W (Ш, z) 
Фп (rl 

] 
аr-l f 

0q 
ar.J- 

(21}
z) Фо(аr-ryФп(r)},

G- +'i'*o (cr, &, 9, z) dt:s Фс (r) ,т ,,

бания угла aTaKtrI,

са:сt/Q (i-0, Lr. . . rш),
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движеЕия КА вокруг центра масс осуществляется комбияироваЕцым спо-
собом: пра T>h-|2, где h--rrаибольшая предельЕая величиЕа шага иЕ-
тегрирования, расчет ведется по исходЕым уравЕеЕиям (5) ; прп Т€h-|2-
по уравЕеЕлям (24). ОсредненЕые уравЕеЕия движеЕия примеЕимы на
JпIастках высокочастотных колебаний, которые являются наиболее трудо-
емкими в вычислительЕом смысле.

Как видно из рис. 1 п 2, расчетьf по осредценЕым уравЕеЕиям дают
удовлетворительЕое совпадеЕие с ревультатами числеЕЕого иЕтегрирова-
Еия исходЕых уравцеЕий (сплошная линия).

Применение комбинированtrоIо метода, осЕовацЕого Еа coBMecT}IoM
ЕсIIользоваЕии ревультатов числеIIЕого интегрироваIIия исходЕых и осред-
ЕеЕIIых уравнеший, позволяет в -3 раза сIIизить затраты машиIIЕого вре-
меЕи счета IIо сравIIению с числеЕным интегрироваЕием только исходных
уравпений.

Характер измеIIеция функций Фл и Фс весьма близок. Кроме того, эти
функции входят линейно в подыЕтегральЕую функцию первого уравIIеЕия.
Более вцачительный выигрыш во времеЕи счета IIолучается, еслп вычисле-
Еия всех оцределецных иЕтегралов уравЕенля (24) шроводятся одIIовре-
rлеЕно в одЕих и тех же точках отревка |t, t+T7,
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