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ПР ОСТРЛТIС ТВЕННЫВ КОЛЕБЛIIИЯ
ОСЕ СИШIМЕ ТРРIЧНОГ О ЛПIIЛРЛТЛ

нл произвольных угллх лтлки шри сни}кЕtIии
В ЛТШIОСФЕРЕ ПЛЛНЕТЫ

Рассматриваются колебаЕия осесимметричного КА при сшуске в
атмосфере планеты шри произвольных углах атаки. Методом Волосова
для КА шроизвольной осесимметричной конфигурации получеЕы осред-
ЕеЕЕые уравнеIIия движения в интегро-дифференциальной форме. При
условии, что коэффициеЕт восстаIIавливающего аэродиЕамического мо-
меЕта представляется почти синусоидальной зависимостью от угла атакиr
эти уравЕеЕия сведеЕы к обыrtновенЕым диффереЕциальЕым. На осно-
ваЕии числеЕных расчетов поItазано, что гIолучеЕные уравЕеЕия при-
меЕимы и Irри существенном отличии коэффициента восстанавливаю-
щего момента от синуса угла атакII. Найдена шриближеЕная формула,
определяющая амплитуду колебаЕия угла атаItи в случае движеЕия
близкого к шлоскому.

t. ,Щвижение осесимметричного КА ошисывается уравнеЕиями tl]
(G-Л cos сr) (Л-G cos а)

Мо(а) : -l"(a) ci, Jt: -f*R,sin'a
сi

Вып. 5,

(t)

При p:2Q о/ tuV о| sin 0о | >> t

ос*Л (а, z) :
ГЛе З: {Л, G, V, 0, Н} , Ф,:= {t

Доо осеслtмметричных теJ
,ского l,IoMeHTa относительно I
лой сил могут быть предст&вл,

|fLр=

Сл: sin о Г ап; С

л
Из соотЕIошений (2) сле;

.Me}ITa

M*(cu): _+sin"Ё

где Е ,: I,/t _.безразоп.пrrо]' .
ПрлI в -0 система ( 1) св(

Л(а): (G-л cos сr

l

из которого следует интеграл i

j

w (а): !r(а) ао: !

Здесь ,Ф - прострацствецяыr1 угол атаки, М"(а) - восстаЕавдлrвающий
момеЕт, R:Q,/I, G:Q"/I; Q*, Q"-проекциII вектора киЕетического мо-
меЕта IIа продольную ось КД и вектор скорости v; '0, 11 _ соответствеIIцо
угол Еаклона траектории к горизонту и высота; g?-ускореЕие силы тя-
жести, ftе - расстояЕие до притягивающего цеЕтрf, с* - коэффициеЕт со-
противлеЕи я, Q - скоростной }Iапор, l|:coqS - подъемЕая сила, 17} - мас-
са КА, ,9 - площадь миделевого сеIIе]IIIя,

f, : - -::##. l, (о) : [- *?:tol+ 1$#1+,
f"(c):|-;::t"l*ff1+,

r,де l - характерЕый размер КА, 1" - oceBoi,i моrrlент иЕерции, .1 - эквато-

риальный момЬпт инерции; fп*п'", пl,опd", m,"пБ" - коэффициенты проек-
ций демпфирующего Mo}reIITa }Ia ос}1 связантrой с пространствеIIным углом
атаки системы коордиIrат Oт,,11nzn (осъ Оr, совпадает с осью симметрии,
осъ Ozn ЕормадьЕа IIлоскости угла атаки и осъ Oyn лежит в плоскости угла
атаки).
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b:_*P(r-#l ; й:иsiп0.
Уравнение (4) ошисывает

шроисходят в пределах Фz{cr",
Еия (4) при Мо:Qсо sin,cg шри]

Исшользуя (4) - (7), шереi
редне}IЕых уравнений для а]
ных в форме Волосова t4]

Gr:й{+t

J i'UW (a) / \ d,a+ JiФ,(а,-е);
dq

i-+tJr "(a,

тле сl--b/2[E-W(o) ], Е-



Прш p:2Po/'luvo|sin0o|>t [2] уравцеция 1 можно записать в виде

оi*Д(а, z):еФо(сr, ci, z), i:еФ.(а, z),
лде z:{Д, G, V,0, Н}, Ф":={Ф", Ф.r, Фr, Фr, Фr}, е-мадый rrараметр.

,Щ,ля осесимметричных тел коэффициецты поцеречного аародицамиче-
ского D{oMeHTa отцосштедьно шередней кромrtи, Еормальной и тангеЕтIиадь-
лой сил могут быть лредставдеЕы в виде

fl

тгLр:siп 
" I a*i cos iФ,

l
i-0

ЁC.iv: Srn Ф ) ,апi COS trСU,LJ

п

ст:а"*соs 
" I ата CoS id,.

(2)

(3)

i:0 i:0

Из соотношевий (2) следует формула для восстацавлцвающего мо-
мента

M.(cu): - +sin "I (а*,-rтапi) cos iq,: -qsin "Д с; cos ' d,

tде i,:a:,/l - безразмерЕое смещеЕие цеIIтра масс от передшей кромки.
При е:0 система (1) сводится к одпому уравнеIIию вида

а+F ("):0,
(G-Л cos Ф) (Л-G cos а)

*qsin "Д ct cos ' d,

Фо (с, а,) da*

(4)

(5)Л(а):
sin3 а

из которого следует интеграл rrIIергиt,I

W (а): Jл(а) d,a:

d2

T+W 
(а):Е,

.R'+ G2-2RG cos Ф
-" Ё 

Са 
cosi*r с[.

'LJ :J-t
с:0

(6)

(7)

Уравнение (4) отrисывает колебатедьцый процесс, причем колебания
шроисходят в пределах сrz{rz{or. Общее решеЕие цорождающеrо уравне-
впя (4) лрv, M":qcosinсr шриведено, IIапример, в [3].

Используя (4)-(7), перейдем от исходной системы (1) к системе ос-

редЕенЕых ураввепий для амrrлитудных кривых cr(ef), аz(вf) i]аписаЕ-
Ilых в форме Волосова [4]

2 sin'с

Фо (сg,
. t (L г(Jt:mtTL -с.'О"-_Т

Ел

i-+t 
Jr 

"(a,

(8)

тде ш:-|'| 2Г_Е-W(о) ], Е -W (а,) =:Тry (еr) .
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Ilериод колебаний Z и мцнимальный угол атаки ,d,2 определяются фор*
мулами

Т:2 {2 t B-W (а) ]} -'О dq,

W (о,) -W'(оr) :0.

Уравнения (8)-(10) записаrrы в яRIIом виде с помощью известцых фуок-
ций Ф*, Ф" п W. f{ля шостроения атих уравнений пе требуется общего
решения rrорождающего уравЕения (4). Определецные иЕтегралы в пра-
вых частях уравнений (8) зависят только от косинуса кбыстрой> trеремец-
цой cr. Поэтому целесообразЕо исключить из квадратур эту тригоЕоl!tетри-
ческую функцию, перейдя к rrовой тrеременгrой f,:cos с. Учитывая, что
согласЕо (t) фунrtция Ф"(сr, а) липейна по * rл функции Ф,(сч) це зависят
от ti, можно существеIIно упростить уравненлтя (В) II представить IIх в-
виде

т

dr 0W (r,)

утз 0z

',lФ у могут быть представлеIIь

Фо- (cr, ci): -а

Фо(с):! r,

При t -0 система ypaBHeI:

^:; 
l (G-Л cor

,решеЕие которого имеет вид

cos q:л с

3десь сп tr, - эллиптиче ский.функций, K(k) - полныIt
Р: ! qrrr|, fft и t0 - производьЕI

Л:sФ" (r), G=

где Т:2К/Р - шериод Itолебан

W- (q)- л'

решение (15)

. t]/! ,м -ф4- 

-ъ
- 

F- (r,

J r aW*'
,I-G- 

а(

(9),

(t0),

Ф,] ,

(tt),

. tйr 2*r li--тйгLтJ 
t

Ф "dr
| z(E-W) (I-*') ! z(E-W) (t-r')

4 z(arr-b) 
,'-:. 1-",,

а-
Пр" известном пороЕt/{аюI

.ре},Iенной d в квалратурах ol
висII}tой перемеЕIlой /. 'Гогда

_ные уравнения могут быть заr

dr ц:1li-,? 
L

:Фr, Т

ý1

где l':cos с[1, l2:coS dz, Ф.: {Ф*, Фо, Фп}, Фп:{.
Уравнения (11) получены без I]ведения ограшIrаrений на параметры,

движеЕия около центра масс и аэродинамические хараItтеристики КА. ItaK
будет показаЕо ни}ке, при p)l результаты расчета по исходцым уравIIе-
пиям (1) и осреднеfiным (11) совIIадают.

2. ОсреднеЕЕые уравIIения (t1) содержат в правых частях довольЕо
сложЕые квадратурьт, ItoTopыe в IIекоторых слутIаях могут быть пршве*
деЕы к полIIы1!I эллиIrтIIческим иIIтетралам.

Пусть коаффиlциепты мпогоIIлеIIов (2) удовлетворяют условIIяltI

l#l :0(е),

Отсюда следует, что

|+l :0(в) ( i:!,2,.,.п).

}(,

t:еДr;].о,,о
l+l :o'u, (а: !,2, п) ( t2),

( 13)

Исходные ураtsнения движения (I) представим в виде

ГДе Д- (а):

d,+Л- (а) -t Фо- (а, сr, z) ,

(G-Л cos сg) (fr-G cos а)
sin'a

Фо'(с, d,, z):Фо(а, d,, z)-q sin "I ., cosc сr.

При выводе осредtrеЕЕых уравЕений огран;;;", тремя гармоЕиками
разложеЕия коэффициентов аарЬдиЕамических сил сr(с), с"(с) и восста-
IIавливающего момеЕта m"(а). В силу уравнений (1) фушкции Фд, Ф6,
Фя аависят только от ((медлеtrЕых) перемеЕных z, а фупкции Фо*, Фб и-
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i-еФ,(а, z),

*q с0 sin а,

Подставляя
,ПОЛ}rr1l1ц



I
l

i

'Фу могут быть шредставлены следующим образом

Фо- (cr, С) : --ф* lSot cos ' ф-q sin 
" Д 

с,; cosi сt,

(l4)

Фо (cr) : I ,S", cos' сt, Фr, (*) :L S',n cosn Ф.

Прrп t-0 система ,r;;ений (t3) шереходит в уравIIение
(G-R cos сr) (ft-G cos а)

* q.ro sin сr:0,
sin' cg

;решеЕие которого имеет вид t5]

cos оо-А сп'[Р (t-ro) *К; ltf *,rr.

3десь сп,ш - эллиIIтический косинус, k:У А - модудь
.фу"кций, K(k) - шолный эллипти.rескr.rй иIIтеграл
.Р:'У qcrT|, It yt to - IIРОИ3ВОЛЬЕIые ШОСТОянные , A:fiz-It,

":1l 
r_Ч+*lТ:#1", соsй':t2:п- o-u''

БТ,
о:{!Ч. Ь: RG

4qro 2q"o

При известном rrорождающем решении удобно вместо цезависимой пе-
.ременной с в квадратурах осредценных уравЕеIIий (II) перейти к Ееаа-
висимой перемепвой f. Гогда для сIIстемы (13) с учетом (14) осреднеп-

_Еые уравЕеЕия могут быть записаЕы в виде

it: -Жt +i (o",u+ ff'a"+ # r"* #о, )аr-

( 15)

эдлиптических
IIервого род&,

_ryФ*_ryФо_ryФ,],

Jt:tФв (r), G-.-rЯ+i cosi аd,,t--sФс (ф,
1-0

&ýТ.
t:e Y_Pr Г^^ ni ^. d,t_еФу (r), 0:sФе k), й:вФrr,Y-о 

Н 
т JuuD 

|Jv

где Т-2К/В - период колебаЕия

л'+ G'-ZRG cos а

(t6)

W- (с):

ГIодставляя решение ( 15)
,шолуIIIIм

2 sin2 сr
-qCg COS С[.

в уравнения (t6) и вычисляя квалратуры,

( t7)
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Рис. 2

lб0 t, 0

R=Jc-|
Gо=2,j с-|
Er=-0,Za

d mLп

0 б0 l00 lб0 t, с

Рис. 4

+. . .* lr'

Hzt:t (2i-2) (2k'-1) Нr,_,

Ho:L,

где k' :У ! kz - дошолнитель
тические интегралы второго
пt:А/ (1-rr) , пz:-А/ (L*rr)

&tl:4l*(r* 
*-*)

ащ:,

d,,:-k' t (1 -а) az- (t+ Ь)Ь'] - t

dз:-а2 (k"*alr'),, dц:Ьz I

2

Fо: ISc(t+z);
i:0

То: xrG-%rR, \t:XzG

{a:Sc rR-S"oG, {E:Sc oR;

ГIолученные осреднеЕные,
ЕениЙ ( 11) тем, что квадрату
к шолным эллиГIтичесItим инт(

Система осреднеIIных ypal
моник разложения коэффици
С ростом тlисла гармоник yI
тельно cos Ф в ква.дратурах пр
тегралов при этом не изменя(
JIеIIии квадратур не возникак
чества гармоник разлоiкения i
IIолучены осредненные уравIIе

С целью сравнения исходн
движения бьтла тrроведена се

ных КА. ГIараметры КД : {*/ ,

:7п"пБz-0 ; т,,:-0,4 (со-0.0
:0,049, ct:-0,023, сr:0,019

Сплошной линией Еа pI,Ic.
степ[ам (1) и (11) (совпадаю:
ты 1\,[ашинЕого времени на поJ
грироваIIии осредЕенЕых урав
грировании уравнений (17 ) - l
исходных уравнеIтий. Привецс

Л-gФ*, G_-*, 

* 
So,/fo-t Фс,

L

V -t Г ,Syt/[t:eФr,, 0-tФе, й_-tФн.L-J

Здесь

*,I дОp,l(k'"Hrt+r+ (zh"-L) Н".t+о-.h"Н",-.' 
J} ,

, л: + !# оr: h[пl, (R- G) -п"п 
" 
(R* G) 1,

+i OW, t '
"" 

: +I anL М : #r",r7, (1o*1r) -fuzПz(To-T,) 1+I {t+,/Yt,
о 

, ! aw, tVOc ! ']'

",:+I 
o,ffat:-^u (+#Ф,л-,+р! snoш,) ,

Ir:

Rо = J 
'-'_,,Gо=2,бс'

Еr=-0,4

-\g
с{rоr-\

zF'd 
mLп

R:Jс-|
G6=-Z,б G

аr=-0,Zf
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Шt: +lcosi 
qd,t:O'(+J .-'itl,d,t) + (;) Ai-'

+. . .* I,,i :А'о H rn+ ( 
; ) 

Ai-'H rl-ztt*.

cn2i-2 ш dt)(+j

..*rr,'

rt*

Hzi:Г'(zi-2)(2k,_1)H,,_,*(2t-3)k,,H,n-o'#

!,Ho:L, нr:й(Е-k''К),,

где k':Y 1-У - дошолнительrrый модуль, E(k), П (k, п)
тические интегралы второго и третьеl.о рода, Пr-П (k,
п,t:А/ (1-rr), пz:-А/ (t*rr);

''r- 
2, з,. . .) ,

- полные эллип-
пr) , Пr:П (k, пr),

k2r1+т) ,cltt:4k' (r * 
*- *) , arz:4, с[tз:-l(L-r)

аtц:_z({+r) (, * +);
dt:-|*t (t -а) а'-(1+ Ь)Ь']- (a*b)k"l3k', dz: (о'-Ь')

dз:-а" (k"*ak") , dц:Ь' (|r"-bh') ; а- ( L-rr) / д,
- (о*Ь) (1-2I*) l3l*,

Ll- (7*r,) lД;

шо: f S", l+zlа,}, Fr:ýоз*2ýодzrо liz:ýcli

\ о: N tG - х zЛ:,О r r: * r* - х rR, \ z: х zI7 - х зG, ^1 з: х зR - S бG,
2

1.:,ScrR-^SooG, Tu:ýo oRi Хr: ISo,rn,, 1{z:,Sct-,Scz, Хв:,Sсz*,Sсд.

Полученньте осредЕеIIЕ"r. rо"u"uо:rlя отличак)тся от осреднеЕЕых ураь-
нений ({1) тем, что квадратуры в правых частях атих уравЕениri сведены
к полным эллиптичесItим иIIтегралам первого, второго и третьего рода.

Система осредЕеIIцых уравЕениfт (17) получена для первых трех гар-
моник разложеЕия коэффициентов аэродишамических сил и момеЕтов.
С ростом числа гармоник увеличивается степень мЕогочленов отЕоси-
теJIьЕо cos с[ в квадратурах правых частеii уравнений (16). Структура иЕ-
тегралов IIри этом не измеIIяется, и приЕципиальцые трудЕости в вычис-
JIеЕии квадратур Ее возЕикают, Следовательно, для произвольцого коли-
чества гармоЕик разлоrкения аэродиЕамических характеристик могут быть
поJý7чеЕы осредЕеЕные уравIIеЕия, аЕалогичные (17).

С целью сравцения исхолЕых (1) и осредIIеЕЕых (1t), (17) уравнепий
движеЕия была проведена серия расIIетов для равличЕых осесимметрич-

НЫХ КА. Параметрьт КА: l,/1:0,6; б*:#:О,О0l м'lкг; цппd":777опбч:

:пlzпБ":0; i,,:-0,4(co:0.01_, е1:*0,008, сr:0,024), i,,:_0,25(co:
:0,049, cr:-0,023, cz:0,019).

Сплошпой линией Еа рис. 1-4 показаЕы реsультаты расчетов по си-
стемам (1) и (1t) (совпадаrот), тrrтриховой-по уравнепиям (17). 3атра-
ты 1\{ашиIIЕого времени Еа полученLIе одцого вариаЕта решеЕия при иЕте-
грироваЕии осредцеЕЕых ypaBlreниfT ({1) в 6-В рав меIIьше, а при иЕте-
IрироваЕии уравнений ({7)- в 30-50 раз меЕьше, чемприинтегрироваЕии
исходЕых уравнений. Привеценные расчеты покавывают, что для различ-

бв5

г-
I

I

i
i

i

;

,



Еого по характеру движеЕия Itд относительЕо цеIIтра масс при сущест-
веЕIIО ЕемалоМ отЕошеЕиИ (12) осредНенЕые уравнеIrиЯ (t7) дают доста-
точЕое для шрактических целей совпадеЕие с точным решением.

3. Не вводя ограЕичеция Еа величиЕу уIла атаки, наЙдем оценку для
.амплитуhы кодебаЪия Фmах при движении Кд близкого к rrлоскому. Пустъ
r,?c-Sin Ф и аэродиЕамическое демпфироВаЕие отсутСтвует. Иптеграл деЙст-
вия в атом случае Ее иамеЕяет своего зЕаIтеЕия IIDи спуске КА в атмо-
сфере и является иЕтеграло}I осреднеЕЕых уравне_Еиii." 

Интеграл действия определяется формулой [5]

l.

2.

оо.
4.

5.

К у злtап Г. Е. ЩиrrамиItа HeyI
входе в атмосферу. М.: Hayrti

ЯроuLевснuil, В. Д. Щвинtение I

Еие, j.978.
Ман-Мuллалt, В. Д. Щинамика т
Волосо в В. М. Некоторые ви,

занных с усреднеЕием.- }К. ]

Аеланов В. С. О вращательно
парата при спуске в aTMocQ

где

I g:2Р (а 
'К*аr2Е*а,rП,,*аrцПr) ,

atz:4,, аtз:_2(t-r,) (

( 18)

(19)

(20)

att:4k'

,Для сгучая, когда
Crnii n/ d*о*<0,t

с точЕостью L-20Ъ В. А. Ярошевским [2] получено приближеЕЕое выра-
жеЕие для иЕтеграла (t8) в виде

/r-ВР @-|r'"К) -п lл-G |.

(,* *:+,),
аtц:-2(!,*rr)' ,*h

+[ r-Ё)z

D-З{+k+ (j)':*....+ [

1l +D-L_,o,

,-ч)

.тде k: sin dI^I 
- IчIодуль.

2
Вводя обозначеЕIlе D:I g*пl @-G) /8Р,

согласЕо (20) и свойству эллиптических иЕтеl,ралов имеем

D,:E-h"K<t. (2L)

ГIолные элJIиIIтические иЕтегралы первого и второго рода разлагаIотся
,в степеЕЕые ряды по степеням /с2:

к(k)_ +[ ,* (+) 'r,*(#)" ro*...] ,

Е (k):

Подставим ати выраженIIя в формулу (21)

1.3.... (2r-3)
2.4..o.(2t-2)

It произведем обращение полученIIого степенЕого ряда. В реаультате име-
ем зависимость амплитудьт колебаЕия угла атаки от параметров дви-
жения

1'++.,..}

сfmах:2 аrсsiп -I Dз- 5 
Dц-

fi' 2по
(22)

Ряд, стояпций под корtrем, сходится достаточtrо быстро, так как D<l фор-
мула (22) получеЕа без учета аэролиЕамического демпфирования и лоэто-
му дает верхЕюю оцеЕку точЕого решения.
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